Caculo 2

Area bajo la Curva e Integral Definida

4.5.4

el

Definicion del area de una region plana

— AR G

P EJEMPLO 1  Calcule el valor de cada una de las siguientes
integrales definidas interpretdndolas como la medida del drea de una regién
plana: (a) [ x dx; ) 2, V9 - 2% dx: (@ [%, 2 - |x]) dx.

Solucién

(a) Con f(x) = x, la figura 5 muestra la regién triangular limitada superior-
mente por la grifica de f, inferiormente por el eje x, y por la derecha por
la recta x = 3. De la férmula para el drea de un tridngulo, el nimero
de unidades cuadradas del dreaes 3(3)(3) = §. Por tanto,

’ 9
dx =
J;x X f




(b) El integrando de la integral definida dada es Vo - .ri,alcuu]l:demm
por g(x). La gréfica de g es una semicircunferencia con centro en el origen
y radio 3. La figura 6 muestra la regién limitada por arriba por esta
semicircunferencia y por debajo por el eje x, en el intervalo [-3, 3]. El
drea de esta regién es la mitad del drea de la regién encerrada por la
circunferencia completa. Como el drea de la regién circular estd dada por
xrl, se tiene

3
I 9 - xldx = AxGR -
-3

in

(¢) Conhix) = 2 - |x|, se dibuja la gréfica de & en el intervalo [-2, 2] y
se obtiene la figura 7. Observe que la regi6n limitada por la grifica de h
¥ el eje x es un tridngulo de base 4 y altura 2. Como el ndmero de unida-
des cuadradas del drea de esta regién triangular es 'It-i}[?,}-d.seti:n:

2
J 2 - |x|dx =4 <

1




P EJEMPLO 2  Obtenga una aproximacion de | sen x dx
calculando NINT(sen x, 0, 2x). Interprete la respuesta en términos de drea.

Solucidén  En la graficadora, NINT(sen x, 0, 2m) = 0. Asf

F 4
J. senxdx = 0
0

La grifica de la funcidn seno de 0 a 2 se muestra en la figura 8. Sean
A} unidades cuadradas y A; unidades cuadradas las dreas de las regiones li-
mitadas por la curva senoidal y el eje x en los intervalos [0, 7] v [&, 2],
respectivamente. Entonces, como A; y As son iguales, se tiene

in
J senx dx
0

Ay — A
=0
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Problemas

17.

4

19. J |x| dx
-2
5

21 J‘ (|x + 3| - 5)dx
0
]

23, f 6 - |x-2|)dx
0
2

25. N2x - x? dx
0
x

27 cosxdx

[
[
[

«,14— x? dx

xdx

(S ot 2x)dx -

4
14, f V16 - x? dx
4

4
16. f 3 - xdx
0

2
- 18. f (2x + 5)dx
-1

3
20. f [1 - x| dx
-3
7
22. f (Jx -~ 2| = 3)ax
-1

0
24. f (3 +|x+4|)dx
-5

- |
26. f \}54-4:—:5 dx
-1

Sxf2
28. senxdx
=



Solucionario

|

» V16=2% dz = area(upper half of circle ceatered at (0,0) of radius 4)---5»1r(4)2 =8r
-d

1k

I (3=-z)dzr

» Let
the
the

below the x axis. Therefore
(B-z) =B~ =F-}=4

Let

integral is the measure of the area of triangle (1,0), (—3,0), (—3.4) plus the
measure of the area of triangle (1,0), (3,0), (3,2). Therefore

[ 1= 2kde = Jau + 2 =10
I o:+;|-sw=-] (2 43) - syuj (= - 2)dz R
= area(triangie (2,0), (5,0), (5,3)) ~ avea(triangie (2,0), (0.0), (0,~2)) = {33 - }2)2 = 5

Let

_‘(s = 22)dz = azealtrapezoid (=1.0),(=1,7),(2,1).(2,0)) = 7 + )2 = (-1)] =12
(22 + $)dz = arcalteapezoid (~1,0),(~1,3),(2,9),(2,0)) = {3+ 9)(2 - (~1)] = 18
_:nxu: = area(triangle (0,0), (~2,0), (~2,2)) + area(triangle (0,0), (4,0), (4,4)) = }(2)2 + ¥4M ~ 10

4

0
4F
3
,D

[V VY VY W— ——
L w " S a

\/4-? dz = area(first quadrant part of circle centered at (0,0) of radius 2) = {—.(2)3 =x

W wwwAs momew AT W mrne mwn

z dz = area(triangle (0,0), (4,0), (4,4)) — area(triangle (0,0), (~2,0), (-2,~2)) = ,(m “ler=6

f(z) =3~z Then f{0) =3, f(3) =0 and f(4) = —1. Hence the value of
integral is the measure of the area of the triangle (0,0), (0,3), (3,0) above
> axis minus the measure of the ares of the triangle (3,0), (4,0), (4,-1)

)
-

|1 ~2lde
J(#)=11=2| Then f(=3) =4, f(1) <0 and f(3) = 2. Heace the value of the

flz)=l2—-21-3. Then f(~1)=3-3=0, f(2) =0-3 =3, f(5)=3-3=0, f/(T)=5-3=2

I Iz —2|-3)dz = area(triangle (5.0}, (7.0), (7,2)) — area(triangle (5.0), (2,~3), (-1.0))
=H2)2) - H6)3 =T

Let

fz)=6=1x—=2] Then f(0)=6-2=4, f(2)=6-0=6, f[(§)=6~-6=0.

I:(c ~1z = 20)dx = area{trapezoid (0,0), (0.4), (2,6), (2,0)) + arma(triangle (2,6), (2,0), (8,0))

= {4 +6)(2) +5(6)6 =28
Il(a +z+4]ds

Let

Hence the value of the integral is the measure of the aren of trapexcid (-5,0),
(=8,4), (=4,3), (=4,0) plus the measure of the area of tzapezoid (~4,0), (~4,3),
©.7) (0,0). Therefore

] (3+lz+4)dz =Y+ )+ B+ =%
'Bmey’ 2z - s’-t-(x'-zxu)e:-(:-n)’ (z=1P+ =1, thea

Jz) =34z 44} f(=8) =3 +1 =4, f(~4)=3+0=3 f(0)=3+4=T.

I V22 - 22dz = area(semicircle centered at (1,0) of zadius 1) = 1) =i

m.’-s-ru P (P drtd) =9 (2= (2 =202y’ =9, 2

¥

-
Sx/2 —
I'h
Bocause each region above the r axis i congruent to one below, the integral is 0.

\/5+4t-?lx-uu(mnmr¢kc¢nunda(2.0) radius 3)—,\7{3)’-,: ik
cos r dr = () because each region below the » axis is congruent to one above,
sin 2 dz

-1




Area de la regién entre curvas

b EJEMPLO 4  Calcule el 4rea de la regién limitada por las
curvasy = x2 y y = —x2 + 4x.

Solucion Para determinar los puntos de interseccién de las dos curvas
se resuelven las ecuaciones simultdneamente y se obtienen los puntos (0, ()
y (2, 4). La figura 5 muestra la regidn.

Sean '

flx) = —x? + 4x y glx) = x? y il

Si A unidades coadradas es el drea de la region, entonces

5 )
(w, flw,))

A = - gld o %
J; [flx) — glx)] dx ‘ . e,

2
J- li-x2 + 4x) — x% dx
0

2
(-2x% + 4x) dx ,
1] (w;, g(w,))

2
= -3x +2:?LJ

=-2 +8-0
= g flx) = —x* + 4x

O [ %
Ax

ot .7

g(x) = x*

FIGURA §



1 .-
i = iz -3
fix) = -Ta -1

do=x~-3%
FIGURA &

G Wl
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¥ = flal

| oo faoe

fin = fix =3

F AT T |
py=n~-9%
FIGURA T

l 4

¥ = pix)

¥ = fiix)

I

Fiixy = Jox = i

fin ==-4izr =3
A=x-5

FIGURA 8
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Entonces 4] + Ay = 5 +

—_—

P EJEMPLO 5  Culcule ¢l dres de In regidn limitada por la pa-
rdbola y? = 2z — 2ylarectay = £ - 5,

Solucion  Las dos curvas se imersectan en los puntos (3, <2) ¥ (9, 4),
La regidn se muestra en la figura 6.
La ecuacién ¥ = 2x — 2 es equivalente & las dos ecuaciones

ym fIx—2 y y= —Ix -1

de modo que la primera ecuacidn proporciona la parte superior de la pa-
ribola mientras gue la scgunda ecuacitn da la parte inferior, Si

S = VIX=2 y fin) = -1

la ecuacidn de la parte superior de la pardbols es y = fj(x), y la ecuacidn
de la pare inferior es y = f5(x). Si se considera que gix) = x - 5, cnton-
¢es la ecuacidn de larecta es ¥ = gix).

En la figura 7 se aprecian dos elementos rectangulares verticales de
drea, Cada rectdngulo tiene su base superior sobre la curva y = f(x). Como
la base inferior del primer rectingulo estd sobre la curva y = fylx), su al-
tura es | fy(w;) = fa(w,)) unidades. Debido a que la base inferior del segun-
do recuingulo estd sobre la curva y = gix) , su alturs es | fiiw) = glwd]
unidades, 5i s¢ desea resolver este problema utilizando elementos rectan-
gulares verticales de drea, se debe dividir la regidn en dos regiones separ-
das, por ejemplo, By ¥ Ry, donde K; es la regidn limitada por las corvas
¥ o= filz),y = fox) ylarectax = 3, v K; es laregitn limitada por las cur-
visy = fi{z}yy = gzl ylarectax = 3 (consulte la figura B).

5i A; unidades cuadradas es el drea de la regitn R, enionces

¥ Ufilw) = falw;)] Agx

Ay = lim
Hallsw

3
= I 1fil=) = fie)] dx
1

3
- J [vIz - 2 + +2x - 2| dx
|

3
EJ- J2xr -2 dx
|

- %{1: = 2]!"'1]:

I
=3

51 Az unidades cuadradas s el drea de la regidn Ry,

¥ Uiiws) - glw;)) Agx

iml

Ay = lim

Hall-e

9
- J [filx) = glx)] dx
3

9
=I [+2x =2 - (x - Si)dx
3

La-2¥2 - Lat g 5-;]:

[F-5+45-[5-3+19]



’ EJEMPLO 6 Calcule el drea de la regién del ejemplo 5 conside-
rando elementos rectangulares horizontales de drea.

Solucién La figura 9 muestra la regién con un elemento rectangular
horizontal de drea.

Si las ecuaciones de la pardbola y de la recta se resuelven para x se
obtiene

x= o+ 2 x=y+35

1
2
Si se considera ¢(y) = 1(y2 + 2) y A(y) =y + 5, la ecuaci6n de
la pardbola puede escribirse como x = ¢(y) y la ecuacién de la recta
como x = A(y). Tenga en cuenta el intervalo cerrado [-2, 4] sobre el eje y,
y tome una particidn de este intervalo. El i-ésimo subintervalo tendrd una
longitud de A;y. En el i-ésimo subintervalo [ y;.;, y;] se elige un nimero w;.
Entonces la longitud del i-ésimo elemento rectangular es de [A(w;) — @(w;)]
unidades y su ancho es de A;y unidades. La medida del drea de la region
puede aproximarse mediante la suma de Riemann

D Aw) - d(w)l Ay

im}

Si A unidades cuadradas es el drea de la regién, entonces

A= lim 3 [Aw) - (W)l Ay

[allso 73

Como A y ¢ son continuas en [-2, 4], también lo es A — ¢, y el limite de
la suma de Riemann es una integral definida:

4
A =J‘ [A(y) = $(W]dy

2

4
=J‘ [(y + 5) = 1(y? + 2]dy
-2

4

= %J [-y* + 2y + 8)dy
-2

_ 1 1.3 2 4

= ;[-37 +> +8y]-z

= 35 +16+3) -G +4-16)]

= 18

y

A x=A(y)

4 x=¢(y)
't = (Alwy), wy)

(3.-2)

o) = 307+ 2)
AN =y +5

FIGURA 9



» EEMPLO 7 Calcule el frea de la regitn limitada por las dos
curvas y = &0 - 6x% 4+ Sxyy = x? - 4z

Solucién Los puntos de interseccion de las dos curvas son (0,0),
(3,-3) y (4,0), En la figura 10 se muestra la region,
Sean

fix) = x' = 6x% + 8x y glx) = x% - 4x

En el intervalo [0, 3) la curva y = f(x) estd por arriba de la curva y = g(x),
y en el intervalo [3, 4) la curva y = g(x) se encuentra por arriba de la curva
¥y = f(x). Asi, la regién debe dividirse en dos regiones scparadas R y Ry, -
donde R, es la regién acotada por las dos curvas en el intervalo (0,3), y o
R; es la region limitada por las dos curvas en el intervalo [3,4]. Si A, es el
éreade R, y A; es el drea de R, entonces

A= lim Y [fiw]) - g(w)) Ajx (e g0

Nati-e 3
’ (W flw))
- . -
A= lim ;w-:» fow)l Ax _
asi 4t (. B
’ ‘ '. P B>
A oAz,-I [(x = 6x? + Bx) = (x? = 4x))dx o e Tt b
0 i) = ot - dx
FIGURA 10

> :
+ I [(x2 = 4x) = (x? = 6x2 + 8x))dx
: 2 i

.

3 4 .
=I (x} = 7x? 4 120) dx +J (=x} + 7x% = 12x)dx
05, 3
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Problemas
19 ' =2yLx =0y = =2
2. y =2 - x4y = —x

2 y=x%y=1x

25, y= Jx;y=4x°
27. ¥ =xLx -3y + 4 =0
32 3y =x*-22 - 15y = x> = 4x¥ - 1lx + 30

3s. y=msx-5enx:x=g:y=ﬂ
36. y=5¢nx;y=—mx;x=—%x;x=
37. y=|x|;y=11—l;x=—l:x-l

38. y= |x+ 1|+ |x

b=

y=0x=-2x=3

4. y=x* y=4-2x*

4. y =x* - 1; y = sen’x

43 y=x%y=4-x%eleey

44, y=x%y=4-xtelejex



Solucionario

19. A square units is the arca bounded by 27 <= 2% 2w 0; y = =2
in the fourth quadrant. See the figure. _’
A is & partition of the interval [=2,0] on the y axis. .

0
A= > 2-,-’6,1-1[’V274y

1a al

=2 f: W= Vi-:;'v'”ri, artE ‘ 3
= /A0 - (-0 = J/AYTD = 164 = R

Alqunniuhl.h-a.mdlhcugionboundodby,:ﬁ-:’:ys-r.selz-:’=—z:
0=2°—z~2=(z~2)(z+ 1) The two curves intersect at the points{~1,1) and(2, —2).
A is a partition of the interval [—-1,2] on the r axis.

A ='m ‘g (2=-w?) - (~w))a;z = I_: (2= 2%) = (~2)ldz = I:(-:’-o-: +2)dz
™ '*'3**"""'[,('5”“)-&-»;-:):;

2. A square units is the area bounded by y = =% y = =%, The region is symmetric,
A is a partition of the interval [0, 1] on the r axis.

A=2 lim z_:‘(u,'-n,‘) A,-xzz[:(x’-x‘) =it -0l =2-h =4

A square units is the area bounded by y = (/7 and 2 meeting at (0.0) and(1, 1).
A is & partition of the interval [0,1] on the r axis.

A= lip S(m-wdae = [ (VE-2ue =3l <F-1 =

7. A square units is the area bounded by y* = 2%; 2 = 3y —4. When they intersect,
P uBy=-0%0=2 =97 42y =16 = (y = 1)(3* = 8y + 16) = (3= Iy =4)%.
The two curves cross at (=1, 1) and are tangent at (8,4).

See the figure. A is a partition of the interval [~1,8] on the = axis.

A :lm ig[}(w‘+4)-u‘m]A,t= I:'ﬂ(x +4) - 222
=i+ 33 = GR-D-G-3D=T-D=F




32 Sy=r-207 —15my=2t-4r - 112430 )
» A sketch of the region R is shown below. Solving the equation ayaz’-z:’-I;»xsor,, we
y=fz)=3"~ —5z. Let g{z) = 2 - 4x° = 112+ 30. An element of area is 3 vertical rectangle of

Az and height | f(w,) ~ o(w;) | Because
flz) = g(z) = (3" —§2? = 52) - (£ - 4" - 112 + 30)
:%t’+§’¢’+6:-30=—§(:’-5:’-9:+45)
= Y2z ~5)-Hz-3)]= Yz + 3= ~3)z~3)
then f(=) - s(z) < 0 on [=3,3] and f(2)~g(z) > 0 oa [3,5). Thus
A= bim El10e) - se)be

= [7, -isto)- sl e+ [ (o= sto] o

- I:[}t’—lfa’-k+3ola+ ]: [~32* + 1042 + 62 - 30) de
c[*:‘-?s’-&:’+30:L+[-&t‘+’}w‘+a:’-mI

= [4(0) - 427 + 21) = 3(0) +30(3 + 3)] + [=3(625 - 81) + §¥125 ~ 27) + 3(25 - 9) - 30(5 - 3)]
= IN+*= !2“

« The area of region R is 126§ square units.

A square saits is the ares of the region below y = cos z and above y = sin #.

& is a partition of the interval [0, 4] on the  axis. A = Jim ):‘l(e.m,--i-u_)A,x

= L'l‘(m:--‘a:)l:-da:-l»mrl;"=(Ni+§\ﬁ)~(0+l)=\/2.-l

svmmetry, the area of R is 4 times the area of Ry, Let f(z) = sin z and g(z) = 0.
Elements of area are vertical rectangles of width Az and height [f(w,) - g(=,)}
m‘,hmmlbtkﬁbyx.Odu&barighlby:v}l.thm

A =‘|m-§U(")-“w‘)M‘Q‘I;I2 sin = dz B
=-4ouzIﬂ=-4(0-l)=4
g The area of region R is 4 square units
37. Amm&&tmdwmwbyy:!t:yz:z-l;zz-l;:=l.
. '
A= lim 3 fhwd -2~ Dlage= [ Jei-@-ide = [* fe—(@ e+ [l (a7 i

= Io (=2? -z 41)dz+ Jl(-zzd‘zd-l)dx =[.§.g3-},2+zr +[+’+§:’+tl
-1 -1
= (0= G-3-D+(F+i+1-01=F+}=]
38, Aaqnnnhhmmoltbcmbo'u&d byy:{::llﬂtty:':&:: -2:z=38.
Azul’ie‘g Qu; +1|+|w DAz = I;(-zz- 1)d=z + I_‘l dz + L(ki— 1=
sl lsrasfP 4zl =241402=18

In Exercises 39-48, approximate the area, A sq units, of the region bounded by the graphs of the given equations
by doing the following: (a) Plot the graphs in a convenient window and find the r coordinates @ and b of the
fmdhmusmtdiduby using the intersection or trace and xoom-in; (b) express the area of
the region as the limit of a Riemann sum; (c) approximate the limit in part (b) to 4 s.d. by using NINT.

~—




..yas*g:‘ =
o {a) A plot is shown at the right, Using zoom-izt, we find a, § = £ 1.24962,
The region is symmetrical.
O)Ahamd&einwdmﬂonm:u&
uh}f[(c-u,’)--, ]A,su![ (4-2" - s')ds
(c)Uua‘VINT we find the area to be 7.4772 sq units A

Al y= 2~ L, y=sin’r. a, b= = 1.40449. The region is symmetrical. A Is & partition of the interval [0,5] on
zaxin A= 2'2& ﬁl[-in’-. -(n" -z = QL"M(dn’s-:’-k 1z = 2.20322

QB oy=y=a -:lun,um. 0, b= 1.31460. Aisapuﬁlioooﬂbeiawrnl[().lloalbe:uh
A= Ilmaz(ﬂ -w?)- "]A’-I

M, y=2 ymd-2% the » axis

o (2) A plot is shown at the right. We see that we need two intervals, [0, 5]

and [6,2]. Using zoom-in, we find § = 1.31460,
{b) A is a partition of an interval on the r axis.

A= lir_o tv,-’A,c + lir 2(4 ~w Az

1.31460

o ]:_n (4= Pys
(¢) Using NINT, we find the area to be 0.74685 + 0.83222 — |.5789 sq units.




Teoremas Fundamentales del Calculo

4.7.1 Primer teorema fundamental del Calculo

P EJEMPLO 1  Cukcule las derivadas siguientes:

. =
d 1 d
(a) EJ: r’+l‘r (11 EL ~Jeos 1 di
Solucién

() De (3) conf(s) =';3~I+—I.uunu
¥ 5
N
:hj. PP bl
(b) Conu = x?en laregla de la cadena se obticne

%2 "
%L Jooride = iL Jeort di - 94

De (3pcon fl1) = ~/cos t ¥ como % = 2, se tiene

I
%J’ Seos t di = 3Jeos w(2x)
k|

= 2x +Jcos x2




P>  EJEMPLO 2

Solucién

1
I u"ﬂ +* dx”!}d‘

Evalie

1 1
I LI'”! + 4;”!-:““ - ;.IT” + 4 - %;4]'3] :

= !a +3—[—$ + 3
o b
7
P EJEMPLO 3  Eualie
2
I 26 Jx? 4 | du
0
Solucian

2
I 2x? /x # 1 dx
1]

2
2| O +10x24d0)
j 1]

||t

1
x4 I]mL
§B + 1 - f 4+ 1V

327 = 1)

£



Volimenes de un sélido en revolucion

Método Disco

4.9.2 Teorema

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b}, y suponga

que f(x) = 0 para toda x en [a, b). Si § es el s6lido de revolucién ob-
tenido al girar alrededor del cje x la regién limitada por la curva  * r=b
y = flx),elejexylas rectasx = @ y x = b, y si V unidades cdbi-
cas es el volumen de S, entonces

Ir=a

(w3 ¥ = fix)

V= lim 3 xlf(w)Fax
aTrm0 & 1/
1] ar . & I
- [ vore s
2 FIGURA 12
fw
FIGURA 13
> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Culcule el volumen del sélido Entonces
de revolucidn generado cuando la regidn acotada por lacurvay = x2, el eje x -
y las rectas £ = | y x = 2 se gira alrededor del eje & Refiérase a la figura V= lim E mwt Ax
14, la cual muestra la regién y un elemento rectangular de drea. La figura 15 lall=e i
presenta el sdlido de revolucidn y un elemento de volumen. La medida del 2
volumen del disco estd dado por = .tj sV dx
1
— 2
ﬁﬂr’ = ﬂ'l:“.' ‘.II.L‘-,-: - n—{i Iﬁ}ﬁ
= xwt Ax = U

FIGURA 15



Método de Arandelas

¥

4.9.3 Teorema i

Sean f y g dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b) tales
que fix) = g(x) = 0 para toda x en [a, b]. Si V unidades cdbicas
es el volumen del sélido de revolucién generado al girar alrededor
del ¢je x la regién limitada por las curvas y = fix) yy = g(x) y las
rectas x = ayx = b, entonces

Ve "m‘.z:aﬂw.w = [#(w))P) Ax

»
= x| (f@F - [g0P)dx

LA

T oiny)

\
- \u /Re= §m-\<l}:,
4 = FOO-X -
- “‘g"‘(’in\-xﬁ—.gmﬂ&x
TR .

o @

i,
i L iwy i ))

ZANN
X M"I I]
FIGURA 18
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P EJEMPLO 3  Cakuic el volumen del sslido generado al girar
alrededor del eje x la regidn acotada por la pardbola y = P |
ylarectay = x + X

Solucién Los puntos de interseccién de las dos curvas son (-1, 2) y
(2, 5). La figura 21 muestra la regién v un elemento rectangular de drea.
El sélido de revolucién ¥ un elemento de volumen se presentan en la
figura 22.

Sifixy=x+3yglx) = x2 + 1, entonces la medida del volumen de
la arandela circular es

ﬂ.jv = l{[r[w,fﬂz - [x{w'"l] ﬂ'lj

51 V unidades cdbicas es el volumen del sdlido, entonces !

L (e )

] VE— honmnd— X
V= dim 3 afiw)R - L) Bx VAN
EY BT T l;'pA“ w, X
1 Ju) = x4+ 3
- -’TJ- (L1 - (gio)) dx g0 =2 el
-1
7 FIGURA 21
= K'f [(x + 3¥ = (¥ + 1] dx
-1

1
.RJ (=x% = x? + 6x + 8) dx
=1

:rl—;.r! “ifl"‘]"z‘h]i.

.|¢-¥—;+|2+|m-[;+;+3-$}|

1
= —N
3

’ EJEMPLO 4 Calcule el volumen del sélido generado al girar
alrededor de la recta x = -4 la regidn limitada por las dos pardbolas
x=y-yyx=y -3

Solucién  Las curvas se intersectan en los puntos (~2.-1) y (=1, 1). La
region y un elemento rectanguiar de drea se muestran en la figura 23, La fi
gura 24 presenta ¢l sélido de revolucién asf como un elemento de volumen,
el cual es una arandela.

Sean Fiy) = y = y? y G(y) = y* - 3. El nimero de unidades cu-
bicas del volumen de la arandela circular es

AV = x4 + Fiw)P - 14 + Gow)P) Ay

Por 1anto,

lim Y R4+ Fow)P - [4 + Gw)F) Ay
llall-s0 &

v

n
= RI (4 +y =y =@+ y?=32dy
|

k'
xf (-2y* = 9y2 + 8y + 15)dy
-1

3/2
x[- =y eyl s lS)'l_.

_ &
= 5%

FIGURA 24



Capas Cilindricas




Problemas parte 1

En los ejercicios 5 a 12, calcule el volumen del sélido de
revolucidn generado cuando la regidn de la figura se gira
alrededor de la recta indicada. Una ecuacion de la curva de

la figura es y* = x°.
5.
6.
7.
B. 0OAC alrededor del eje v.
9. ORBC alrededor del eje v.
10.
11.
12.

21,

3

OAC alrededor del eje x.
OAC alrededor de la recta AC,
AC alrededor de la recta BC.

C(4, 8)

ORC alrededor de la recta BC.
OBC alrededor de la recta AC.
OBC alrededor del eje x.

H*—L x
4

La regidn acotada por la curva y = sec x, el eje x, el eje y
y la recta x = %r{, se gira alrededor del eje x. Calcule el
volumen del sélido generado.

Obtenga el volumen del sélido generado al girar alrededor
de la recta x = —4 la regidn limitada por €sa misma recta
y la pardbola x = 4 + 6y — 2y>.

Determine el volumen del sélido generado cuando la re-
gion limitada por el bucle (o lazo) de la curva que tiene
la ecuacién x2y? = (x2 = 9)(1 - x?), se gira alrededor
del eje x.

Al girar alrededor del eje x la regién limitada por
lacurvay = 2x + 4, elejex,elejeyylarectax = ¢
(c > 0), se generé un sélido de revolucién. ;Para qué
valor de ¢ el volumen del sélido serd de |12x unidades
clibicas?



Solucionario

In Exercises 5-12, find the volume of the solid of revolution when the given region of

the figure is revolved about the indicated axis. An oquation of the curve is 3° = 2.

5. The region is bounded by y* = r*, the r axis and = = 4. An element of volume is
a citeular disk centered on the = axis, = € [0,4), of radius w3/,

V='mg r(w,’”)’A,:=tI:t’d:=§cx‘:=ﬂs

‘I'he region is bounded by y¥ = 2%, the z axis and 7 = 4. An element of volume is
ldnnhrdiﬁemmdo-:=l.ye[0.8].ofndim(-u-’p.

Vz'Enl t 1(4-w.’/’)’A.rarI:(i—;!lz):‘,;, :('5'322’,+x"’)dxe:{xag_¥,‘l3+;¢713£

[0 i}
=x(16-8 %3243 128) = 184y

‘l\erqionibonndadbyy’zt’,tkcxaxisudszAndenntdvohmcisacimﬂnmgmum!ou
the live y = 8, = & [0,4], of radii 8 asd 8 = 1w,

v ﬂ'm ;1 "(3)’- 8’(8-"3/2)qA‘3= t[: m-(s-g’/z)ﬁa = ,I: (l&’h—:s)d:
- ,{u.g‘,sn_*,al= ‘{%n)_“]_ap'

OAC about the y axin

Because the y axis is the axis of revolution, the farther boundary s z = 4, and so f(y) =4, and the ncarer
boundary s the eurve y° = =%, Solving for 2, we have £ = g(y) = 4™/ An element of volume in a washer
centered on the y axis, y € [0,8], of radii f{w,) and g{w,). By Theotem 4.9.3,

V= dp, B -sers == 16 -6 an

=tj:(ls-y'f3)dyz!{lﬁr—gy7ﬁr=§¥t
= The volume of the solid of revalution is %2x cublc units.
mrqion'shwmkdby"=xalheyaxhandy:&Anelamldvohmil;dmnludikmmdol
the y axin, y € [0,8), of radius w,2/%,

Ve i, e o= '.[: vty = 3o Pl < xf120) = Fte

Tbemp'onisbounddbyy’e:ktleynkudy:&Andwmtdmlnmiamﬂudhkmmdol
¥ =8, 2 & [0,4], of radius § - v /%,

B S ol = o]

w (6443324 64) = 5F
‘l\erw'on'ubnnndedby,’ax’.dnyaxisand,:&helmtdvolnmeiancmmmcmadon
the line 2 = 4, y € [0,8], of radii 4 asd 4 —w,/",

Ve din B - r-wt = e [ 16 (4= iy = x [ (057 =Py
= of8. PP 357 m il o32 -3 128) = Ml
L OBC about the = axis.
, Because the z axis is the axis of revolution, the farther boundary is y = f{z) = 8 and the nearer boundary is

the curve y* = 23, Solving for g, we have y = g{z) = #¥/%, An element of volume is 3 washer centered on the
> axis, # €[0,4), of radii f(w,) and g{w,) and keight Az, By Theorem 4.9.3,

V= Bim Belf) - st Pine = v 18- (2] e

= II: (u-x’) dng[“,_l 4}:1{54(4) - }(zss)gg_- 192
. The volume of the solid of revolution is 1927 cubic units



21, mmhboudedbyy-aut.the:mtheymm:-a An element of volume is a cireular disk
centered on the = axis, = € [0, 5], of radius see w,.
/4

V_'E:ﬂogc(mzw.)mt tL’ sec?z dr = tm:L =x

29. The region is bounded by z = 4 4 6y — 2" and r = —4. (4 6y —2y%) - (—4) = -2’ 3y —4) =
-2y + 1)(y~4) is nonnegative in [~1, 4] An element of volume ix a circular disk centered on the line
z= -4, y € [-1,4), of radius (4 + 6w, - 2w’} + 4.

- E - 2 =¥ x )3
v 'Au&lg(suw, 2u)’Ay L(suy 2y°)dy

Ny 'J:.‘“*"“"”"‘“V’“ﬂ‘)‘v-“- Aoty +a8s® + 37 60+ 1)
= of(64-4448-1644-64-6.256 +3-1024) — (64 + 48 - § -6 - )] = 30~

bisected by the z axis; choose the arc in the first quadrant. An element of volume is a circular disk centered

on the = axis, € [1,3), of radias y(w,)*

Vel 2‘ ry(w) Az = rI:S'z—")‘i,'-“—‘z-’a - .L’(-x%- 10 - 92~2)dz

= -[—jz’-o-lllc-o-t:"]: {(-9+30+3)-(-}+ 1049)]=fr

| (22 ~9)(1 -

3. ¥= is positive in [=3,~1) and [1,3], Hence the curve consists of two closed loops, each
| -—-%J [

|

39. The region is bounded by y = /22 + 4, the # axis, the y axis, and z = ¢. An clement of volume is a circular
disk centered on the = axis, z € [0.c), of radins /T, +4.
V= nﬂctc(z»,uu,c-aje(uu)a 2?4 4]y = =(e* + 4¢)

ia
Therefore #(c® +4c) = 12%; ¢* + dc = 12 = 0; (¢ + 6)(c = 2) = 0, Hecause ¢ > 0, ¢ = 2.



Problemas parte 2

En la figura adjunta, la regidn limitada por el eje x, la recta
x =.1ylacurvay = x* se denota por R,; la region acotada
por las curvas y = x* vy = x se representa mediante Ry y
la regidn limitada por el eje v, la recta y = 1 y la curva
y? = x se denota por Rs. En los ejercicios 13 a 20, calcule el
volumen del sdlido generado cuando la region indicada se

gira alrededor de la recta dada.
¥

4
ll.ﬂ' (Al )]

13. R, se gira alrededor del eje v, los elementos rectangulares
son paralelos al eje de revolucion.

14. lgual que en el gjercicio |13, pero los elementos rectangu-
lares son perpendiculares al eje de revolucidn,

15. R, se gira alrededor del eje x; los elementos rectangulares
son paralelos al eje de revolucién.

16. [Igual que en el ejercicio 15, pero los elementos rectangu-
lares son perpendiculares al eje de revolucion.

17. R; se gira alrededor de la recta y = 2; los elementos
rectangulares son paralelos al eje de revolucion.

18. lgual que en el ejercicio 17, pero los elementos rectangu-
lares son perpendiculares al eje de revolucién.

19. R, se gira alrededor de la recta x = =2; los elementos
rectangulares son paralelos al eje de revolucidn.

20. lgual que en el ejercicio 19, pero los elementos rectangu-
lares son perpendiculares al e¢je de revolucidn.

En los ejercicios 21 a 24, la region acotada por las curvas
x = y2 -2 yx=6 - y® se gira alrededor del eje indica-

do. Determine el volumen del sélido generado.
21. Elejex. 22. Elejey.
23. Larectax = 2. 24. Larectay = 2.



Solucionario

In Exercises 13-20, find the volume of the solid generated when the indicated region

is revolved about the given line.

13 Thnghn‘nbomddbyyr:’.th:ui.ndz:LThemhtMU’,.
are vertical, = € [0,1). An element of volume is a cylindrical shell centered on "
the y axis, of mean radius m, and altitude m 2.

V= Iin, ‘gza(m‘)m,m.:zfj: :-eaafj: Pdz=2es} =2r = le

14. The region is bounded by y = 2%, the 2 axis, and = = |. The rectangular elements
mMyé[&lLMdmcldvdumhumcumdmm’uhdndﬁlud‘/F.-

Ve tim e - (/E I =x [ (- vy = - e -] = e

15. ’l\twnhbounddby:=ﬁud:=y’.'th¢mumlndmnumhorhnnul,ye{o,q. An element
of volume is a cylindrical shell centered on the = axis, of mean radius m; and altitude | /m; = m %

Ve i B vem (- mag = e o~y =2 [ 67 - vy = 1l - 4]
=2eG-b =

16. The region bounded by the curves y* = r and y = 2% is revolved about the z axis, The rectangular elements
are perpendicular to the axis of revolution.
» The figure shows the region and a plane section of the solid
Solving y* = r for y, we find the farther boundary i y « f(2) = /= and the U g
centered
P | x

nearer boundary s y = g{z) = =*. An element of volume is 3 washer
on the = axis, z € [0, 1], of zadii f(x;) and g(w,). Thus,

V= Bm 3 sf(e) - w10 = .L‘ (V3 = (#2P] d= =W o, :
SI’J‘: (8-8‘)43:![*!-!3']1:1(*-&):* Gk s

= The volume of the solid of revolution is Jr cublc units.

17. The region is bounded by x = 3, the y axis, and p = 1. The rectangular elements are borizoatal, y € [0,1]. An
element of volume is a cylindrical shell centered on the line y = 2, of mean radius 2 —m, and altitude m,".

¥ =|R‘ g‘mz—"i)“izAJ = 2"[‘:(2-1)1’0 =2rI°'(21’-y3)¢, =2{F-b‘1=2’3‘9=i‘

18. 'l‘bcngtoahboendodbyyaﬁ,l.bcyuh.udy-—-l.'rbemuanlndcmumveniw.z([O.l].Al_’

dmmtd\'dnme'sawuh«murdontbeﬁney-;z.olmdii2-\/§;a.ndl.\'=

; 1 ' N 1 2 s

.‘l;tm_gr((z-\ﬁ.:)hl’}.\,x=«L((2-,/;)’-1144-.—.rL(s-n‘/ + 2}z = m3z - 5 +;:’r,-i~

19. The region is bounded by = = /7 and = = y*. The rectangular elements are vertical, z € [0,1]. An clement of
volume is a eylindrical shell centered on the line 2 = ~2, of mean radius m, + 2 and altitude m,'/? = m 2,

Ve Air‘o.gmr(m. +2(mM BB = 2x I:(:+2)(:"’-:’)d: - 242(2:"’ M2 - Pys

= 2y 4 3 - 3 - Je ] = 20+ - F - = fle
20. Find the volume of the solid generated if the region bounded by the curves y¥ =z and y= 5% is revolved
about the line r = ~2. Take rectangular elements that are perpendicular to the axis of revolution,

o The figure shows the region and a plane section of the solid generated. The »
farther boundary is y = 2* and its distance from z = -2 is f{y) = \/F+2
The neater boundary is p=r and its distance from z=~2 is
g(v) ==z +2=yp"+2 An element of volume is 3 washer centered on * = -2,

¥ €10,1], of radii f(w,) and g{w,). Therefore, ) / &

Ve lip, Selftw)- sl = v | (/5427 - 0"+ 274y

ir

L
Al

:*I(: (vHﬁ«*d-y‘-h"‘)‘”;'lw+;vm-;"-;y‘]‘:

= +3-4-P =g
* The valume of the solid of revolution is §x cubic units,



In Exercises 21-24, find the volume of the solid generated by revolving around the

indicated line the region bounded by the curves ¢ = y* —2and r =6 — 3~

» The region is shown at the right. Set ¢? - 2=6 - y*: 2° =8, y= 42

21. the z-axis. The region is symmetric with respec: to the r axis; use the upper halll
The rectangular clements are horizontal. An clmldvdumn-uqhndmd
sbdlmktedoatbezaxb.ofnmndnum,nddtiwdes ~2m.

Ve lim 3 2em(8-2mNag=2e | y(6-2My=2r [ (5 - 20y
=zx{4y’ ;,‘1 22(16 —8) = 167

22. the y axis. The region s symmetzic with respect to the r axis: mthuppuhl!uddnbk.'rhc
elements are horizontal. An element of volume is a washer contered on the v axis, of radii 6~ w,* and w,* - 2.

V=14l 28, (- w?F - (w2719 =2wI:l(u <127 + ') - (0~ 407 + )y
"'I:(”-M’)lv w2n{32y - §°f = 2013 = 280

23. the line z = 2. The region is symmetric with respect to the line £ = 2; use the right balf.
Methaod 1. The rectangular elements are vertical, x € [2,6]. An element of volume Is a cylindrical shell of mean
radius m; =2 and altitude 2,/6=m,. Let B—r=v, =6=1% dr - =2vdv. When 7 =2, v =2 when
z=6,v=0.

V= lh.:_;_o):’r(u -2, f—mAz= 4-[ (2= 26 - = mzuj (4 = «*)v(=2y dv)
ﬂsﬂ’l (40* ~ ﬁhsﬂﬂ{‘d’—r‘t—ﬂg

Method 2. mmuuuludumnumbotmul.yel-zzl An dement of volume is a circular disk
centered on the line x = 2 of radiun (6= w?) = 2.

e N O L ey )
=2 -§+ P - (-32+ 8- =2

M. the line y =2,
» The figure shows the region R. Because we are given r as a function of y, we take rectanguiar elements
parallel to y =2 at & mean distance of 2~ m,. Rub-nd«lmthcdghtby:-l ¥ and on the left by
z =y =2, aspread of
(6=5)=(r*=2)=8~-2" =204 -4
An element of volume is a cylindrical sheil centered on y = 2, y € |~2.2], of mean
radius 2 —m; and height 8 - 2m;*, Therefore,

.
vﬂmgm- .m-m.’m-4-]_2(2-%-:’)4
=)’ 0-w-2t e My =afby-2t -3+ 1]

=47{8(2 + 2) = 24 = 4) =35 +8) + 116 - 16)] = 4=n(32 - ) - Zbs
s The volume of the solid of revolution is Z2¢ cubic wnits.




