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CALCULO I MODULO 3
INTEGRAL POR PARTES

Formula de Integracion por Partes

f FG @) = F)g(x) — f 90Of (W)dx

u=fxyv=gk)
Entonces
du=f'(x)dx y dv=_g(x)dx

De modo que se transforma en

judv=uv—Jvdu

Método ILATE

El método de ILATE nos ayuda a definir quien tiene prioridad de ser u y por lo tanto saber quién
es dv. ILATE es una palabra que nos permite memorizar nemotécnicamente el orden de prioridad
que se tiene para seleccionar una funcién como u.

e Lalindica que en primer lugar debo seleccionar las funciones Inversas, si no hay inversas

e La L indica que debo seleccionar las funciones Logaritmicas, si no hay funciones
logaritmicas

e La A indica que debo seleccionar las funciones Algebraicas, si no hay algebraicas

e LaT indica que debo seleccionar las funciones Trigonométricas, si no hay trigonométrica

e LaE indica que entonces debo seleccionar a las Exponenciales como la u.

Este método de verdad es muy facil de recordar, solo hay que saberlo aplicar cuando se tenga que
resolver integrales por parte y asi tendremos un camino seguro.
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Método de Integracion por Partes de funciones ciclicas
Ejemplo 1
f x3e 2 dx
Signos Alternados Derivar Integrar
+ > x3 e %X
1
_ . 2\ —_e 2
1
+ > 6x \ Z e %
1
\ ¢
1
+ 0 —e—2x
16°
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Ejemplo 2
f x3 cos2x dx
Signos Alternados Derivar Integrar
+ > x3 cos 2x
— » 2 - —
> 3x > sin 2x
\ 1
+ > 6x ZCOS 2x
_ . 6 L
1
+ 0 — oS 2x
f x3 cos2x dx
3 1 ) 1 1 1
=x Esian — 3x _ZCOS 2x | +6x|——sin2x|—6 1—6cos 2x )+ C

3 3 3
—xsin2x ——cos2x + C

1 3 2
= —x°sin 2x + —x“ COS 2Xx —
4 4
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=
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Solucionario

1
1. Letu = Xand dv = e3*dx. Thendu = dxand v = §e3x.

1 1 1 1
j xe3*dx = §xe3x —§j e3¥dx = §xe3x —§x3x +C

2. Letu = xXand dv = cos 2x. Thendu = dxand v = %sin 2Xx.
1 1 1 1
j xcos2xdx = Exsian — E_f sin2xdx = Exsin 2x + Zcost +C

3. Letu = xand dv = secx tanx dx. Then du = dx and v = sec x.

j xsecxtanxdx = xsecx — j secxdx = xsec x —In |sec x +tan x|+ C

4. [ x3%dx
We use integration by parts with
u =x dv =3%dx
3X
du =d -
u X v 3
Thus,
j 3%y = x3* 1 3% gy = x3* 1 37 fCo 3*(xIn 3-1)
N3 3 *“Ih3 In3n3 B In? 3

5. Letu = In x and dv = dx. Then du = idxandv = X.

1
f lnxdxlenx—j x-;dxlenx—x+C

1

- 2alndv=W.
—-w

6. Letu = sin~! wand dv = dw. Then dv =

1 dw =wsin! w+J1—-w2+C

| i

7. f 8% 4= [ (n ©)2d(n ©) =2(n 0 + ¢

t

f sin~! wdu = wsin~
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8. [ xsec?xdx
We use integration by parts with
u==x
du = dx

dv = sec? xdx
v =tan x

Thus,

f xsec? xdx = xtan x —j tan xdx = xtan x —In |[sec x| + C

x 1
and v = Exz'

9. Letu = tan™! xand dv = xdx. Then du = ——
1+x
j t_101_1Zt ) 1j xzdx_lZt . 1fd+1f dx
xtan™lxdz = sx*tanT x —o | s =oxftanTix — X+ | 1o
1 1 1
— 42 -1 _ = _ -1
Zx tan™" x 2x+2tan x+C
= Lt (x*+1) N,
= tan™ x(x 5
. 1 2 1 1
Alternatively, let v = ~x“ + . Then vdu = de and
1 1 1 1
jxtan‘1 xdxzz(x2+1)tan‘1x—5j dxzz(x2+1)tan‘1x—§x+(]
10. Letu = In(x? + 1), dv = dx. Then du = xiil dx and v = x.
[ Ln(x?+ 1)dx
dx = xl 2+1 —2.[ (1— )d
x = xIn (x ) 71 X

2x

= x1 241 _j .
xln (x“ +1) X 11
=xIn(x?+1)—2x+2tan"! x+C
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d
11. Letu = xe* and dv = ———. Then du = (xe* + e¥)dx and v = — —,
(x+1)2 x+1

j T ix= xex+f ¥+ D] dx = xex+j *d
G+ 2T Tx+1 x+1[e X Jdx= x+ 1 eax
x —xe* + xe* + e”* x
x+1 x+1 x+1

xeax
Note that f m dx can be integrated only if a = b.
12. [ x?sin 3xdx

We let

u = x? dv = sin 3xdx

du =2xdx v = —§cos 3x

Thus,

| 1 2
j x?sin 3xdx = —§x2cos 3x +§j xcos 3xdx

For the integral on the right side of (1), we let

u =x dv = cos 3xdx
1

du =dx v =§sin3x

Thus,

1 1 1
j sin 3xdx = —xsin 3x +—=cos 3x + C

1
j xcos 3xdx = §xsm 3x — 3 3 5

Substituting from (2) into (1), we obtain

1 2
j x?%sin 3xdx = —§x2cos 3x +§xsin 3x +2—7cos 3x+C
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13. Substitute x = In y,y = e*,dy = e*dz.

j sin (In y)dy = f sin xe*dx = >

[sin (In y) —cos (In y)]+ C

1
e*(sin x —cos x) + C

2
14. First substitute t = cosx,dt = —sinxdx. Thus [ = [ sinxIn(cos x) dx

Nowletu =In t,dv = dt. Thendu = %dt and v = t.

1
I=—(t1n t—f t-?dt>=—tln t+j dt =—tlnt+t+C

= —cos xIn (cos x) + cos x

= — [ In tdt.
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Let u = ¢ and dv = cos = dr. Then du = ¢*dz and v =3sin =.
I= |[e"coszdes = e"sine~ Ic’s&a:dx
Let B = ¢* and db =sin = dz, Then dé = ¢"dr and v = —cos 1.
I = e*sin :—(—«‘cosz+ Je‘m:dx): fsinz+cTcosr-1|
2= cf(sin s 4eon2) + 20 T = Je*(din s 4 con 2) + C
t‘c'zdx
To simplify the exponential, we let : =2 and dz = 2r d=. Then
I:sc":dx = I(t’)’e’z(t dz)= j:’c‘ dz

Let
=27 dv=¢"ds

du=2ds vwe!

Thus
I:‘e’ziz = %z’e‘ - J a2t d:
For the integral on the right side of (1), we let

i=z dv = e® ds
di = d=z t=¢
Thus
wdzzze~ |l dr=2-"+C

Substituting from (2) into (1), we obtain

It’(’zdz =jtet =2 4 -0 =} -2+ 1)+ C
where C = ~C. Finally, substitutiag z = 2%, we get

[:"'(”dr = (;:4 -xt 4 l)e‘2 +C
Let u=zx"and dv = _zdx’ Then du = 22 dz and » = —\/1 - =%,

l=-2
] - ’,g-,:\/ﬁ.,+jum¢,=_3=m-gu-,zw*+c
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18, Lctutc"aﬁddraduh.'ﬁadu:—r"d:udv:-%oos?:.
= c"-inbd::-)t"ouz.r-%je"mzxd:
Let i = ¢~ and d% = ¢0s 22. Then d& = —¢™"dx and ¢ = } sin 22.
I= -ic“m 2:-—;(;}""5111 2= +-’,J ¢ Tsin 3z ds) = —;«"msh- ,‘-c"sin 2:—%]
1= e F(heos 2z +}sin 2e) 1= —f"(2con 22 +4in 2] 4 C

19. Let u = 2° and dv = sinh = d=. Then du = 22 dr aad v = cosh 2.
I:’ﬁnhxdx:z’md:z—?lxcoshxd:
wﬁcrnlddtu:mhtd:.'rbndﬁ-dr.andbadnhx.
Iz’d»z&::’m:-(ﬁnn- I-i:.h:d:)::’m:-::ﬁ::bu::@u(:

-2

» Integration by parts is not required. We lt u=1-¢" Thes du=—¢ dzand ¢ =1-wu With
substitutions we obtain
]' R J‘c‘(('d:)_ I(l--)(—du)= I(um_u-:/z) “'gv;/:_hm‘FC
;l-r’ I u 7
-}u‘/’(u-:l)-bC:g\/l-e'(l—e‘-3)+C=—§\/l——_e‘(‘2+¢’)+C

-1
21. First substitute t = \/; dt= # Thus i = I%‘/—:d::?th"tdL
= cot™ 't and dv = dt. Then dy = —dtand v=
Now Jet u = cot v=d du i_,l}'i ve=_t
lazuot"u[f{ﬁ,-:cco&"wmur’)+c-.2ﬁ<ot"\/?+h(l+:)+C
ﬂ.Lau:m"’hwddv-dz.ﬂnnéus-v—‘-x,’" and v ==z
2r d. s \/_"2
cns"i:dx=tcm"2:+] S =2cos 2 -2V1-42°+C
J .\71-43’ ?
23.!'mtwhtitnu::t’,dr-—-Z(dLﬂml:Jco‘\/;d:.-.l‘umudt.
Nowlktu=2. dv=costdl. Then du=2dtand v=s5n £

I = 2tsint = J:-‘mtdt-.-:uint+2mt+c=2ﬁda;ﬁ+:m\/z'+c

24, [tan™' /zds
> Fimst, we let :aﬁ.'l‘bcn::-:’.andlz:hd:.'ﬂ;m.

]um"ﬁd::-[!:m":d: 1)
Next, we integrate by parts on the right side of Eq. (1). Let
u=tan"'z dv=2:ds
du--l—:—f?- p=tel
Note that we are free to choose the most convenient antiderivative. Thes,
] ! Jrdr= (41" 2~ j%’f;} dr=(+ 1 )tan"tz— Id:

=(F+1pan" 'z =24 C = (z+1)tan™ -2+ C
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INTEGRACION DE POTENCIAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Integrales que implican seno y coseno

Caso 1:
a) f sen"xdx o b) f cos™x dx , donde n es un numero entero positivo impar

Se resuelve utilizando los factores:
a) sen™x dx = (sen™ 1x)(senxdx)

b) cos™x dx = (cos™ 1x )(cosxdx)

Caso 2:
a) -[ sen"x cos™x dx, donde al menos uno de los exponentes es un entero positivo impar

Se resuelve utilizando los factores:

a) Si n es impar, entonces
sen™x cos™x dx = sen™ xcos™x(senxdx)

a) Si m es impar, entonces
sen™x cos™x dx = sen™xcos™ 1x(cosxdx)

Caso 3:
a)jsen"x dx, b)jcos”x dx, o c)jsen”x cos™x dx

Donde m y n son nimeros enteros positivos pares

Se utiliza la descomposicion:

a) sen™x dx = (sen®x)"/2 dx
1 — cos2xy /2
B ( 2 ) dx

b) f cos™x dx = (cos?®x)"/2 dx

1+costn/2
( 2 ) dx
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c) [ sen™x cos™x dx = (sen?x)"/2(cos?x)"/2

T

oY Foyg 1,

n m
1—cos2x /2 1+ cos2x /2
- ( 2 ) ( 2 ) dx

Integrales que implican potencias de Tangente, Cotangente, Secante y
Cosecante

Caso 4:
a) f tan"xdx o b) J cot™x dx , donde n es un nimero entero positivo impar

Se resuelve utilizando los factores:
a) tan"xdx = (tan™ 2x ) (tan®xdx)
= tan™ %x(sec’x — 1)dx
b) cot™xdx = (cot™ ?x )(cot?xdx)
= cot™ ?x(csc?x — 1)dx
Caso 5:

a) j sec"xdx o b) j csc™x dx , donde n es un nimero entero positivo par

Se resuelve utilizando los factores:
a) sec™xdx = (sec™ %x )(sec?xdx)

= (tan’x — 1) D/2(sec?xdx)
b) cot™xdx = (cot™ ?x )(cot?xdx)

= (cot?x — 1)2/2(¢csc2xdx)
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Caso 6:
a) f tan"sec™x dx o b) f cot™csc™x dx, donde n es un nimero entero positivo par

T

oY Foyg 1,

Se resuelve utilizando los factores:
a) tan™sec™x dx = tan™x sec™ ?x(sec?xdx)
= tan™x(tan?x + 1)™ 2/2(sec?xdx)

b) cot™xcsc™xdx = cot™xcsc™ 2x(csc?xdx)

= cot™x(cot?x + 1)™2/2(¢csc2xdx)

Caso 7:
a) f tan"sec™xdx o b) j cot™csc™x dx, donde n es un nimero entero positivo par

Se resuelve utilizando los factores:
a) tan™sec™x dx = tan™ lx sec™ lx(secx tanx dx)
= (sec?x — 1)(~D/2gec™m1x(secx tanx dx)

b) cot™cssc™x dx = cot™ 1x csc™ x(cscx cotx dx)
= (csc?x — 1)@ D/2csc™1x(cscx cotx dx)

Caso 8:
a) j sec"xdx o b) j csc™x dx , donde n es un nimero entero positivo impar

Aplicar integracion por partes
a) Considere u = sec™ 2x y  dv =sec?xdx
csc?x dx

b) Considere u = csc™ 2x y dv
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Caso 9:

a)ftannsecmx dx o b)fcotncsc"x dx,

Donde n es entero positivo y m entero positivo impar

 — UNIVERSIDAD

T
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Expresar el integrando en términos de potencias impares de la secante o cosecante y luego seguir

las sugerencias del caso anterior.

Se utiliza la descomposicion:
a) tan™sec™x dx = (tan®x)™? sec™x dx
= (sec?x — 1) 2sec™xdx

b) cot™csc™xdx = (cot?x)™? csc™x dx
= (csc?x — 1)™?2csc™xdx

Integrales que contienen los productos seno-coseno de angulos diferentes
1
sen mx sennx = (cos [(m —n)x] — cos [(m + n)x])
1
sen mx cos nx = = (sen [(m — n)x] + sen [(m + n)x])

COS MX COS NX = l(cos [(m —n)x] + cos [(m + n)x])
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Problemas

1) fcosSx dx

2) fsen 3x cos?xdx
3) fcos 3x sen*x dx
4) jsen“x dx

5) jtan63x dx

6) fsec‘*x dx
7)fc0t52x dx
8)jtan6x sec*x dx
9)jtan52x sec*2x dx
10)]sec5x tan*x dx
11)]cot3x csc3x dx
12)fcot3x dx
13)fsec64xtan4x dx
14)jcot23x csc*3x dx

15) j cos 4x cos 3x dx
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16)jsen 3y cos5y dy
17)jsen59 sen6 do
18)jextan4(ex) dx
19)]56(:49(&@

20) j(tan 2x + cot 2x)?dx

2senw —1
21)] dw
cosZw

tan3/x
22) j \/—dx
Vx

tan
23) f Y d

sec y
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Problemas
1) fcosSx dx

f cos®x dx = f cos*x (cosx) dx

oY Foyg 1,

= f(l — sen®x)? cos x dx
= j(l — 2sen®x + sen*x) cos x dx

= jcosx dx—Zfsenzxcosx dx +jsen4xcosx dx

2 3 1 5
= senx — —sen x+§sen x+C

2) fsen 3x cos?xdx
j sen 3x cos®x dx = j sen *x cos?x (sen x)dx

= j(l — cos %x) cos*x sen x dx

= j cos®sen x dx — j cos*x sen x dx

1 1
= ——cos3x — (——COSSX) +C

3 5
_ 1 3 1 5 C
= 3005 X ( 5cos x>+
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3) f cos 3x sen*x dx
f cos 3x sen*x dx = f cos %x sen*x (cos x)dx

= f(l — sen 2x) sen*x (cosx) dx

= fsen‘*x cosx dx —fsen6x cosx dx

1 5 1 7
=gsen x—=sen’x+C

4) j sen*x dx

jsen“x dx = jsenzx sen?x dx
B j ((1 — cos Zx) ((1 — cos Zx) p
= 2 2 x

1
=2 j(1—2c052x+00522x) dx

1 1 1
jdx——jcostdx+ZJ60522xdx

T4 2
1 1/1 (1 + cos4x
=3 ¥ =3(gsen2e)+ | () @
1 1 1 1
=Zx—Zsen2x+§fdx+§fcos4x dx
1 1 1 1/1
:Zx—Zsen2x+§x+§<Zsen4x)+C
3 1 1
=§x—zsen2x+§sen4x+C

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



% UNIVERSIDAD

: 4¢P TECNOLOGICA
E 4 DE PANAMA

5) f tan®3x dx
f tan®3x dx = f tan*3x tan?3x dx
= f tan*3x(sec ?3x — 1)dx

= f tan*3xsec ?3x dx — J tan*3x dx

1
=I5 tan®3x — f tan®3x tan®3x dx
1
=Etan53x—ftan23x(sec23x— 1Ddx
1
=1—5tan53x—Jtan23xsec23x dx+jtan23x dx
1 1
= —tan®3x — —tan33x + J(sec2 3x — 1) dx
15 9
=itan53x— 1t0L7'L:“3x+fsec23x dx—f dx
15 9
—1t53 1t 33+1t3 +C
= g tan®3x — gtan®3x + stan3x — x

6) jsec‘*x dx

j sec*x dx = | sec®x sec?x dx

sec?x tan®x dx + f sec?x dx

tan3x +tanx + C

jseczx (tan’x + 1) dx
1
3
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7)fcot52x dx

f cot®2x dx = f cot?2x cot?2x dx

= f cot32x (csc?2x — 1) dx
= jcot32x csc?2x dx — f cot32x dx

= j cot32x csc?2x dx — f cot?2x cot2x dx

1
——cot*2x — J(CSCZZJC — 1) cot2x dx

1
= ——cot*2x — j csc?2x cot2x dx + J cot2x dx

1 1 1
= —gcot42x + ZcotZZx + Elnlseanl +C

8)jtan6x sectx dx

j tan®x sec*x dx tan®x sec?x(sec?x) dx

= f tan®x (tan®x + 1)(sec?x) dx
= f tan®x sec?x dx + f tan®x sec?x dx

1 9 1 7
——tan x+7tan x+C

9
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9) f tan®2x sec*2x dx
f tan®2x sec*2x dx = f tan®2x sec?2x(sec?2x) dx

= J tan®2x (tan?2x + 1)(sec?2x) dx
= J tan’2x sec?2x dx + J tan®2x sec?2x dx

= 1t 82 +1t 2x+C
16anx12anx

10) j sec®x tan*x dx
j sec’xtan*x dx = j sec?2x tan?2x (sec x tan x) dx

= fsec“x (sec’x — 1)(secx tanx) dx

= Jsec%c(secxtanx) dx —jsec‘*x (secxtanx) dx

1 1
=—sec’x — gsecsx +C

7

11)]cot3x csc3x dx

j cot3x csc3x dx = j cot?x csc?x (cotx cscx) dx
= j (csc?x — 1) csc?x(cotx cscx) dx

= j csc*x(cotx cscx) dx — J csc?x(cotx cscx) dx

1 5 3
= ——CSC x+§csc x+C

-5
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12)jc0t3x dx
fc0t3xdx = f cotx (cot?x) dx

= j cotx (csc?2x — 1) dx

= jcotx csc?x dx — J cotx dx

1 1
——cot?x — Elnlseanl +C

13)]sec64xtan4x dx
fsec64x tan4x dx = JsecSle (sec4xtan4x) dx

= 1(1 ®4x )+ C
7\ gsec x)

= Lsechaxtc
= 5psect4x
14)jcot23x csc*3x dx

jcot23x csc*3x dx = Jcot23x csc?3x csc?3x dx
= j cot?3x(cot?3x + 1) csc?3x dx
= jcot43x csc?3x dx+jcot23x csc?3x dx

—1( 1 t53>+1( 1 t33>+C
—3 5CO X 3 3CO X

__ 1 t>3 1 t33x+C
= 15CO X 9CO X
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15) j cos4x cos 3x dx

1
f cos4x cos3x dx = Ef[cos(él —3)x + cos(4 + 3)x]dx

1 1
—chosxdx+5jcos7xdx

1 1
=—senx +—sen7x+C

2 14

16)]sen 3y cos5y dy

1
jsen 3ycos5y dy = Ej[sen(3 —5)y +sen(3+5)y]dy

1 1
= Efsen(—Zy)dy + 5 jsen 8y dy

1 1
—EJsenZydy+ Ejsen8ydy

Ll s+ (“Leosay) 4 ¢
2( 2 €03 y) 2( g <% y)

1 1
ZcosZy—1—6cos8y+ C

17) j sen560 sen6 db

1
jsenSH senf d@ = E_I[COS(S —1)0 + sen(5+ 1)6 ]d6

1 1
=§jcos49 daeo —Efcos69 dao

1 1
= gsen 40 —Esen 60 + C
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A3

oY Foyg 1,

=
18)jextan4(ex) dx
u=-e*; du=e*dx

f e*tan*(e¥) dx = f tan* u du

= J tan?u(sec?u — 1)du

= j tan®u sec?u du — j(seczu —1)du

1
§tan3u—tanu+u+ C

1 3

§tan eX —tane* +e*+C

sec*(Inx) dx
19) | ————dx u=Inx; du=—
x x

sec*(Inx
j%dxzfsec“udu

= fseczu sec’u du

= f(tanzu + 1)d(tanu)

1 3
=—tan’u+tanu + C

1
—tan®(Inx) + tan(Inx) + C
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20) j(tan 2x + cot 2x)?dx
f(tan 2x + cot 2x)?%dx = f(tanZZx + 2 + cot?2x) dx

f(secZZx —1+4+2+csc?2x—1) dx

—1t 2 . t2x+C
= tan2x — S cot2x

2senw —1
21)] dw
cos2w

2senw—1
f dw = j(Z tanw secw — sec?w)dw

cosZw
=J2tanwsecw dw—JsecZde

=2secw—tanw + C

tan3 d
22)j a:l/;\/;dx u=+x; duzé

tan3x
j \/—dx = 2jtan3u du
Vx

= thanu tan®u du
=2 f tanu (sec’u —1) du

= Z.Itanu(seczudu—l) du—thanu du

= tan’u — In|secu| + C

= tan*Vx — 2 In|secvx| + C
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-
tan*
[,
sec y
tan* sin®
f ydy:f Y. cosy dy
secdy costy

= fsin‘*y(cosy) dy

1

= gsenSy +C
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SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

1. Para integrales que implican Va2 — u?, scat = asenf

Entonces Va? — u? = acos6, donde —m/2 < 6 < 1/2

/aZ —u?

2. Para integrales que implican Va? + u?, seat = atan@
Entonces Va? + u? = asecl, donde —/2 < 0 < 1/2

“o

X u

@0

’ [ ]

a

3. Para integrales que contienen Vu? — a?, seau = asecO

’ .

Entonces,
> > { atanf parau > a,donde 0 < 0 < m/2
ut —a* =
—atanf parau < —a,donden/2 <0 <m
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Problemas
4
Y
x2V16 — x?2

X3
2 [
) x2 — 25

L..wu. St

S)fm

4)jx—dx
V16 — x?2

5) j x%sin~! x dx

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



emam  UNIVERSIDAD

: 4¢P TECNOLOGICA
¢ Gy gy 4 DE PANAMA

Solucionario

4
N
x2V16 — x?2

a’=16=a =4
w=x’su=x

u = asenf

x = 4senf = x? = 16sen?6

dx = 4cos6 db

16 — x2 = 4cosb

N

v 16 — x2

4cos6 do

——————dx =4
fxz 16 — x2 * (16sen?6)(4cosB)
1 1
o Zfsenze ao
= if csc?6 do

= i(—cot@) +C
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3

(NIVERS,,

X
—dx
Vx2 —25

a’?=25=>a=>5
w=x’su=x

2)

u = asecl X
x = 5secO = x3 = 125sec36 Xt =25
dx = 5secOtanf do 0
\Jx2 — 25 = 5tan6 L
5
j x3 D — j (125sec30)(5secftand) do
JVx2 =25 S5tan6
=125 [ sec*do

= 125 [ sec? 0 sec?*6 df
= 125 [(1 + tan? B)sec?6 d6
= 125 [ sec?* 0 df + 125 [ tan® Osec?6 db

= 125tanf + %Stan?’e +C

3
- 125( "25‘25) + %5( ’“25‘25) +C

= 25VxZ — 25+ (x? = 25)3/2 + C
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3) f ™ 4
X
V1 + x2
a’=1=a=
w=x2=su=x
u = atanf
x = tan® = x3 = tan30
dx = sec?0 d6o

v1+x2%=sech

9x3 G — 9jtan395ec29 do
itz seco
=9 [ tan30secH dO
=9 [ tan? O (tanfsecH) do

=9 [(sec?8 — 1)(tanbsecH) db
=9 [ sec?6(tanfsect) d6 — 9 [(tanbsecH) db

=9 Gsec39) —9secd + C
= 3sec360 — 9secHd + C
3
=3(V1+x2) —9W1+x2+C
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X2
4)f—dx
V16 — x2

a’=16=>a=4

uw=x*’su=x

u = asenf 4

x = 4senf = x? = 16sen?6 x

dx = 4cos6 do

16 — x2 = 4cos0 6 I_

x = 4senf —» 0 = sin™! (z) J16 —x2

j x? D — j (16sen?8)(4cosB dO)
V16 — x2 *= 4cos0
= 16 [ sen?6 d6

_ 16f (1—02520) d6

=8[dO — 8 [ cos260db
— 80— 8 GsenZQ) +C
= 860 — 4sen20 + C

= 80 — 4(2senfcosh) + C
= 860 — 8senfcosf + C

a5t (2) - 8(2) () 4 ¢

4 4

42
=85in‘1(£)—x 172" L ¢
4 2

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



Sugmmm® UNIVERSIDAD
: 4¢P TECNOLOGICA
o ol gy £ DE PANAMA

5) f x?sin™! x dx

— 1 1
u=-sin""x =2du =———dx

V1 —x2 x

1
dv=x2dx:>v=fx2dx=§x3 0 I_

f 2 6in-1 5 d _1 N f(l 3)( 1 )d V1 —x?
x“sin” " x x—3x sin” " x 3x N X

dx

?C3

1 1

—_ 3 cin—1

==X Sln X —-=

3 3f\/1—x2

Aplicando sustitucion trigonométrica en la expresion:
x3
—dx
V1 —x?
a?=1>a=1
ur=x’su=x

X = asenf

dx = cos6 do

V1 —x%=cosf

J x3 D = (senB)3(cosO) do
Nl cos@

= [sen®0 do

= [ sen*Osend d6

= [(1 — cos? §)send dO
= [ senf df — [ cos? Osend db

= —cosf — (—§COS39) +C

=—\/1—x2+§(\/1—x2)3+C
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fx sin xdx—3x sin~' x 3fmdx

Ledsintx = H—VI=aZ +i(VI—x2) |+
Letsinlx + VT —xZ - L (VI= %) + ¢

T

oY Foyg 1,
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INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POR FRACCIONES
PARCIALES, CUADNO EL DENOMINADOR TIENE FACTORES
LINEALES Y CUANDO CONTIENE FACTORES CUADRATICOS

Descomposicion de N(x)/D(x) en fracciones parciales

1. Cuando N(x)/D(x) es una fraccion impropia (es decir, el grado del numerador es mayor
o igual que el grado del denominador), realice la division para obtener

NG
D(x)

_ . . Nl(x)
= (un polinomio) + ey

2. Factorice completamente el denominador D(x) en factores de la forma
(px+ q)™y (ax? + bx + )" donde ax? + bx + c es irreducible.

3. Factores lineales: Para cada factor de la forma (px+ q)™, la descomposicion en
fracciones parciales debe incluir la siguiente suma de m fracciones.

Ay A, Am
+ e ———
(rx+q) ((x+q) (rx +q)

4. Factores cuadraticos: Para cada factor de la forma (ax? + bx + ¢)" , la descomposicion

en fracciones parciales debe incluir la siguiente suma de n fracciones.

Bix + C; 4 B,x + C, R B,x + Cy
ax?+bx+c (ax? + bx + c)? (ax? + bx + c)*

Estrategias para resolver la ecuacion basica Factores lineales
1. Sustituir en la ecuacion basica las raices de los distintos factores lineales.

2. Para factores lineales repetidos, usar los coeficientes lineales determinados en la
estrategia 1 para reescribir la ecuacion basica. Entonces sustituir otros valores convenientes de X y
resolver para los coeficientes restantes.

Factores cuadraticos
1. Desarrollar la ecuacion basica.
2. Agrupar términos atendiendo a las potencias de x.

3. Igualar los coeficientes de cada potencia para obtener un sistema de ecuaciones lineales
conteniendo A, B, C, etc.

4. Resolver el sistema de ecuaciones lineales.
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Problemas

oY Foyg 1,

1) [——dx

x2-9

2) [——dx

4x2-1

4x?
3) fx3+x2—x+1dx

6x

4) [Sdx

5) [—=—dx

16x%-1

x2-x+9
6) fz;z;ﬁ;dx
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Solucionario

D [o—dx
x2=9=(x+3)(x—3)

oY Foyg 1,

Escribimos:
1 A N B
(x+3)(x—3) x+3 x-3
Multiplicando por el M.C.D. (x + 3)(x — 3), obtenemos la ecuacion basica

1 = A(x — 3) + B(x + 3) Ecuacion Basica

Al resolver para A, sea x = —3 y obtenemos:

1
1=A(-6)= 4=

Al resolver para B sea x = 3 y obtenemos:

1
1=B(6) =B = 3
Reemplazando los valores de Ay B.

1 1

1 % 6
dx = d
fx2—9x f x+3 x-3|*™

_1f1d+1f1d
T ) x+3% T ) x—3%

1 1
= —gln|x+ 3| +gln|x— 3|+ C
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2) f4x21_1 dx
4x> —1=2x+1)(2x — 1)

Escribimos:
B

1 A

= +
Cx+1D(2x-1) 2x+1 2x-1
Multiplicando por el M.C.D. (2x + 1)(2x — 1), obtenemos la ecuacion basica.

1=A2x —1)+ B(2x + 1) Ecuacién Bésica

A, sea X =—=
2

y obtenemos:

Al resolver para

1=AC-)=A=~3

1
Al resolver para B, sea X = 2 obtenemos:

1
1=B(2)=B=>

Reemplazando los valores de Ay B.

1 11
_ 2 2
j4x2—1dx j 1 21|
~ 1j 1 d+1f 1
T2 ) 1Y) o1

= 1[11 12 +1|]+1[11 12 1|]+c
= 22n X 22n X

1 1
—Zln|2x + 1] +Zln|2x -1+ C

2x—1
2x+1

_11
_Zn

|+c
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4x?
3) fx3+x2—x+1
x3+x2—x+1=(x—-1D(x+1)>?

Escribimos:
B C

4x? A
u—1xx+n2_x—1+u+1y+u+1y

Multiplicando por el M.C.D. (x — 1)(x + 1), obtenemos la ecuacién basica.

4x% = A(x + 1)2+ B(x + 1)(x — 1) + C(x — 1) Ecuacién Basica
obtenemos:

Al resolver para A, sea x=1 y
4 = A(Z)Z = A=1
Al resolver para C, sea X = —1 y obtenemos:

4=C(-2)=C=-2
Al resolver para B, sea x = 0 y obtenemos:
0=A— B — C, sustituyendo los valores de A y C
0=1-B+2=B=3
j 4 dx=f(1+3— - )dx
x3+x2—x+1 x—1 x+1 (x+1)2

L zj L 4
x x+12

1
_fx—ldx+3_[x+1

=Injlx—1|+3In|x+1|+——+C
x+1
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6
4) [S—dx
x3—8=(x—2)(x*+2x+4)
Escribimos:
6x A B

= +
(x—2)(x*+2x+4) x—2 x*>+2x+4
Multiplicando por el M.C.D. (x — 2)(x? + 2x + 4), obtenemos la ecuacion

basica.
obtenemos:

6x = A(x? + 2x + 4) + (Bx + C)(x — 2) Ecuacion Basica

Al resolver para A, sea X =2 y

12=12A=A=1

Al resolver para C, sea X = 0 y obtenemos:

0=4A-2C=C=2
Al resolver para B, sea X = 1 y obtenemos:
6=7A—B—-C=B=-1
—x + 2 )

[y
x3—8 X = x—2 x2+42x+4

_f 1 p +j_x_1+3d
T x=2 x x2+2x+4 x

—f1d+j_(x+1)d+j d
T x=2 x x2+2x+4 x x2+2x+4 x

1 1
=In|x — 2| — =In|x? + 2x + 4
n|x | 2n|x + 2x + |+3f(x+1)2+3dx
In|x — 2| 11|2+2 +4|+3[ t ‘1<x+1)]+c
= 1mn|x — — —In|x X —11an
2 V3 V3
In|x — 2| 11|2+2 +4|+3t ‘1(x+1>+c
= In|x — — —In|x X —1an =
2 V3 V3
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X
5) f 16x%-1 dx

16x* — 1= (4x% + 1)(4x* — 1)
=2x+1)(2x—1)(4x*>+1)
Escribimos:
A B Cx+D

X
= + +
2x+DQ2x—1)Ax2+1) 2x—1 2x+1 (4x2+1)

Multiplicando por el M.C.D. (2x + 1)(2x — 1)(4x? + 1), obtenemos la ecuacion

bésica.
x=AQ2x+1)(4x*+1)+BR2x—1)(4x*+ 1)+ (Cx + D)(2x +

1)(2x — 1) Ecuacion Basica

Al resolver para A, sea X = % y obtenemos:
L 4A A L
—— = —_ —
2 8
Al resolver para B, sea X = — 2 obtenemos
! 4B B !
—_—— = = = — =
8
Al resolver para D, sea X = 0 y obtenemos:
0=A-B-D
0 L1 D D=0
= —_-— — — - =
8 8
Al resolver para C, sea X = 1 y obtenemos:
1=15A+5B+3C+3D=>C=—§
1
2 dx
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_1J1d+1jld1fxd
“8) 218 1Y T2 a1
—1[11 |2 1|]+1[11 |2 +1|] 1[11 |42+1|]+C
—glz ™M glz ™M 2 [g ™
—11|2 1|+1l|2 + 1] 11|42+1|+C
—1611 X 161’1 X 161’1 X
—112 1N(2x +1 1142+1+C
—16nl(x )(2x + 1)] 16nlx I
—1l|42 1] 1l|42+1|+C
—16n X 16n X
1 4x2—1+C
16 Maxz +1
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) fx —X+9
2+9)2
Escribimos:

xz—x+9_ Ax + B N Cx+D
(x2+9)2  (x249)  (x2+9)?

Multiplicando por el M.C.D. (x? + 9)2, obtenemos la ecuacion basica.
x?—x+9=(Ax + B)(x?> + 9) + (Cx + D) Ecuacién Basica
x2—x+9=Ax3+9Ax+Bx>*+9B+ Cx+ D
x2—x+9=Ax3+Bx*+ (9A+C)x+9B + D
Tgualando coeficientes, se tiene que:
A=0:B=194-C=-1>C=—1

9B+D=9=D=9

xz—x+9d _j( 1 . )d
c2+9z ) rro T a2+ 92

_Jx2+9 J(x2+9)2

1 x 1
=tan @‘[‘m]”
1. x 1
=§tan (§)+m+C
u=x2+9 = du = 2xdx
%duzxdx
1(fdu 1 _2
2 ﬁ?f“ du
1/ut
i)
1
:_2(x2+9)
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