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DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION Y
TEOREMAS DE LIMITES

Definicion de limite de una funcion

Sea f una funcion definida en cada nimero de algin intervalo abierto que contiene a a,
excepto posiblemente en el nimero a mismo. El limite de f(x) conforme x se aproxima a a es
L, lo que se escribe como

9lci_r)r(llf(x) =1L

Teorema 1, Limite de una funcion lineal
Sim y b son dos constantes cualesquiera, entonces

lim(mx +b) =ma+b

x—-a

Problema ejemplo

lin%(Sx +5)=3-2)+5
xX—

lim(3x +5) =11
xX—2

Teorema 2, Limite de una funcion constante
Si ¢ es una constante, entonces para cualquier nimero a

limec=c
x—a

Problema ejemplo

lim7 =7

x-5

Teorema 3, Limite de una funcion identidad

limx =a
x—a

Problema ejemplo

lim x = -6
X—>—6

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



Smgmgm® UNIVERSIDAD
: 4¢P TECNOLOGICA

- £ | DEPANAMA

Teorema 4, Limite de la suma y de la diferencia de dos funciones

Silim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
xX—a xX—a
lim[f(x) £ g(x)]=L+tM
x—-a

Teorema 5, Limite de la suma y de la diferencia de n funciones

Silim f;(x) = Ly, lim f,(x) = L,, ...,y lim f,(x) = L,, entonces
x—-a x-a xX—a

im[f, () £ 00 £ £ fi(O] =Lyt Ly £ % Ly

Teorema 6, Limite del producto de dos funciones

Silim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
xX—a xX—a

lim[f(x) - g(x)]=L-M
xX—a
Problema ejemplo

lim[x(2x + 1)] = limx - lim(2x + 1) =4-9 = 36
x—4 x—4 x—4

Teorema 7, Limite del producto de n funciones
Silim f;(x) = Ly, lim f,(x) = Lo, ..., y lim f,(x) = L,, entonces

x—a x-a x—a
chi_l:f}l[ﬂ(x) o) ()] =Ly Lyt Ly,

Teorema 8, Limite de la n-ésima potencia de una funcion

Si lim f(x) = Ly n es cualquier nimero entero positivo, entonces
X—a

lim[f (0)]" = L"
xX—a
Problema ejemplo
4
[nm (5x + 7)] = (—=3)* = 81
X—>—2

lim (5x + 7)* =
xX—>—2
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Teorema 9, Limite del cociente de dos funciones

Silim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
xX—a xX—a

 fx) L
}cl—{%ﬁ_ﬁ SiM#0

Problema ejemplo

lim x 4 4

x4 —

li — _ _
iod—7x + 1 lim—7x+1 —27 27
X—

Teorema 10, Limite de la raiz n-ésima de una funcion

Si n es un namero entero positivo lim f(x) = L entonces
xX—a

lim Vi) =L

con la restriccion de que si n es par, L > 0

Problema ejemplo
lim ® x =3y x 3
LN e S |

Teorema

Si a es cualquier nimero real diferente de cero, entonces

1 1
lim—=-—
x-a X a
Teorema

Sia > 0y n es un nimero entero positivo, o si a < 0 y nes un nimero entero impar,
entonces

lim Vx = Va

xX—-a
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Practica en clase

Determine el limite

3xt1i+2-2

x343x2%-x-3

3) lim

x—1 x34+5x2+4+2x-8

4) lim(3x —7)
x-5

5) lin%(x2 +2x —1)
x—

3x+4

6) lim
x—2 8x—1
. 3s%-8s-16
7) lim———
s—4 252-9s5+4
3
+8
8) 4
y—-—2 y+2

. 2-9
9) lim |[———
y—>—3\ 2Y“+7y+3

10) lim Y21

x—-1 x—1

Vh+2—/2

ll)Ll_r)r(l)

3_,2_
12) lim x°—=x“-x+10

x—>-2 Xx%2+3x+42
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Solucionario de la practica en clase

(/WH 2) [/M+2+2

0 i Vatl+2-2 lim
) e oo ) [ VrrTe242
. Vx+1+2-4
= 11im
X7 (x2 — 49) [\/ Y+ 1+2+ 2]
2 1
(3‘/—x+ _2) [(x+1)3+2(x+1)3+4]
= lim
T+ D —=7) [v x+1 +2] [(x+1)3+2(x+1)3+4]
] (x+1)-8
= 11_r)1; - 5 T -
7 (x + 7)(x = 7) [\/3\/x+1+2+2] (x+1)3+2(x+1)3+4

&—5
= lim - =
7 (x + 7)(49——79—[\/3\/9( Fi+2+ 2] (x+1)3 +2(x + 1)3 + 4

1
_’Hn;(x+7)[m+2] [(x+1)%+2(x+1)%+4]
1
4 VY7 +T+2+2] [(7+1)§+2(7+1)%+4]

1
T 672

1
TUH@ 4+ 4+4)

z o1
2) lim R S P <x3+’““>.(ﬁ+1)
Va1 T 1 Ve <§+x§+1> (Vx+1)

N 24 O s 1)
xal(ae——}}(ﬁ + x3 + 1)

o Vx+1

= lim > T

x-1 =z =
x3+x3+1
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1+1 2

= lim—M—— =
1+1+1 3

Otro Método: Cambio de Variable

y:i/}—)x:y6

siix—>1=>y->1

=i = lim ————
ylinl(—y———l—)(y2+y+1) yl—rgy2+y+1

“1+1+1 3

=i
xI—I}}x2+6x+8 e—1

o+ D—bH . y+1

1+1 2

. x343x%-x-3
3) lim

x—1 x34+5x2+4+2x-8

x?+4x+3 .(4&——1—)(*)

(+*)USAR DIVISION SINTETICA los polinomios son divisibles entre el factor “(x — 1)”

x*+4x+3 (1)’ +4(1)+3 8

— 1 - -
Ax2 +6x+8 (D2+6(1)+8 15

4)h%6x—ﬂ=36)—7=8

X—

5) lim(x? + 2x — 1) = lim x? + lim(2x — 5) = (limx)? + [2(2) — 1]
xX—2 X—2 xX—2 xX—2

=(2)?+3=7

3x+4 _ ImGx+4)  32)+4 10 2

6) lim = = =—===
) x—2 8x—1 )lci_rg(Sx—l) 8(2)-1 15 3
7y lim 3s2-8s5=16 _ 1. (3s+4)(s=4) _ ;. 3s+4 _ UmMBs+H)  34)+4 _ 16
sS4 252-95+4  s54 (2s-1)(s—-4) T ososa2s-1 gi_r)r}L(Zs—l) T 24)-1 7
. 3+8 . +2)(y2-2y+4 .
8) lim 222 = im &0 _ iy (y2 — 2y + 4)
y—-—2 y+2 y—-2 y+2 y—o-2

lim y2 + lim (—2y +4) = (lim y)? + [(-2)(-2) + 4] = (-2)? + 8 =12
y=-2" " yo-2 y=-2

. 2-9 . -3)(y+3 . -3 . -3
9) lim [—2——= lim =IO _ iy 222 = | fim 2
y—>—31\ 2Y*+7y+3 y—--34 Qy+1)(y+3) y—>—314] 2y+1 y—>—-32y+1
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lim (x+1)
xX—-=2

- 11m(2y+1) / f “
10) lim@ = limL lim — 20 : =1
x-1 =1 x51 (X-1D)Ex+1)  x-1 \/—"‘1 llm(\/—+1) lm}\/EHin}l B /limx+1
x= x—1
11
Vi+1l 2
) h+2—/2 . (Wh+2 Vh ) h+2)—2
11) lim Y5222 YR2VOGRZHD _ gy 04222
h->0 h h—0 r(Vh+2+/2) h>0 h(Vh+2+V2)
= lim ! = }g%l = !
h>0R+2+v2 limWh+2++v2) limvh+2+limv2
h—0 h—0 h—0
1 1 1
== V?
12 llm x%—x+10 _ (x+2)(x2—3x+5) _ x%—3x+5 _ xli)ryzx2+xlin_12(—3x+5) _
)x—> 2 x%+3x+2 - x—>—=2  (x+2)(x+1) - x—>—-2 x+1 - xl_i)rgz(x+1) -
(Jim, X *Am, OIS aPseaes 15 o
—2+1 -1
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3x+6-2

x—2 X%2-4

1) lim
2) )lclzg

3)

4)
5)

6) llLT}

Ynra-¥a

h

lim (z3 + 8)
zZ—>=2

liml(y3 —2y%+3y—4)
y--

2x+1

m
x——1 x2-3x+4

8r+1
r+3

3 |x2-3x+4

7) chi_r)ll

z2

8)
9)

10) lim 3

%2

2x2—x-1

-25

z—>—-5 Z+5
3x-1

m 2
x—1/39x°—1
—-17x+20

X—4 4X%2—25%+36

53—

11)lim

1

s—1 s—1

12) lim
t—3/2

13) lim

x—--1

14) lim

x—1

15) lim

X

x—

8t3-27
4t%2-9

Vx+5-2

x+1

3x-1

1
2x%2-x-3

—1x3+2x2+6x+5
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Solucionario de la tarea
L 2 1
. 3xTe-2 _ (x+6)3 (x+6)3+2(x+6)3+4
1) lim—; = > T
x>z x°—4 x-2 (+2)(X=2) (L 6y510(x+6)3 44
(x+6)—8

=lin; . 5 T -
T4+ 2)(x=2) [(x+6)3+2(x + 6)3 + 4

= lim - > T -
22 (x + 2)e—2) | (x + 6)3 + 2(x + 6)3 + 4

1

= lim 5 T
2 (x +2) [(x +6)3+2(x +6)3 + 4]

~ 1 1
T (@W[4+202)+4] 48

2 1 12
(h+a)3+a3(h+a)3+a3

N

3 3
. h+a-3Va
2) lim .
h—0 h

2 1 12
(h+a)3+a3(h+a)3+a3

(h+a)—a

h-0, [ 2 1 12
h|(h+a)3+a3(h+ a)3 + a3

h _ 1 1

= im— z 1 T2 2 1 1 2 _2
hl|(h+a)3+a3(h+a)3+a3| a3+a3-a3+a3 3a3

3
3) lim (23 + 8)=Zl_i)r11223 + lim 8 = (Zl_iglzz) +8=(-2)*+8=0

4) lim (3 —2y?+3y—4)= lim y3— lim 2y?+ lim B3y —4) = limy- lim y -
y=-1 y=-1 y—-1 y=-1 y--1" y--1

limy— lim2- limy- limy+ lim By —4)=(-1)3-2(-1)2+3(-1)—4 =
y->-1 y--1 y->-1" y--1 y--1
-10

xllryl(2x+1) xll@1(2x+1) xl_i)1111(2x+1) _

. 2x+1
5) lim = — = — , =
x——1 X2-3x+4 lim (x2-3x+4) lim x2+ lim (—3x+4) (
x—->-1 xX—->-=1 x->-1

- =
lim x) + lim (—3x+4)
x—->-1 x->-1

2(-1)+1 -1

(-1)2+(-3)(-1)+4 8
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6) lim 1 i 8L lim@r+1)  Jg)+1 _ [o 3
r_>1 r+3  Alro1 r+3 lim (r+3) T A 143 A4 2
. 3|x2-3x+4 _ 3[ .  x2-3x+4 3 11m(x2 3x+4) 3 [limx?+1im (-3x+4)
7) lim [=———= a2 x2d =
x—4\ 2x%2-x—-1 x4 2x2—x-1 11m(2x2—x 1) 31(1_r)r}}2x2+3161_r)r‘1}(—x—1)
3 (llmx_>4x)2+( 8) (4)%2-8
. \’2(4)2 5 \’
2()1{1_r>nx +(-5)
. z?-25 z—5)(z+5
8) lim 22 = lim &2 = |ip z—5=-5-5=-10
z—>—5 Z+5 z——5 Z+5 z——5
. 3x—1 . 3x—1 . 1 1 1
9) lim ——= lim ————= lim —=—x—=-
x—>1/3 9x2-1  x51/3 Bx—1)(3x+1)  x->1/33x+1 3(§)+1 2
—-17x+20 _ . (x—4)(3x—5 . (3x=5) lim3x-5 3,45 7

44x2 25x+36  xo4 (x—4)(4x—9)  x—4 (4x-9) lim 4x-9 T 4x4—9 7
(s—1)(s%+s+1)

ll)hm = lim =lims?+s+1=Ilims?+lim(s + 1) = (lims)? +
s>1 s-1  s-1 (s-1) s-1 s-1 s-1 51
llrr11(5+1)—12+1+1—3
S—

i 2
12) lim 83-27 _ . [@e-3)@etrerro) | [426ero i, (45 +6649)
t—3/2\ 4t?2-9 t—3/2 (2t-3)(2t+3) t—3/2 2t+3 tl_zgr}z(2t+3)

lim 4+ lim t* lim t+ 11m (6t+9)
t-3/2 t-3/2 t-3/2

27 _3V3 6 _ 3Vi8 _ 3(3V2) _ 3V2

Jim (2¢+3) 6 V6 V6 6 6 2
Vx+5-2 \/x+ +2 . (x+5)—-4 . (x+1) . 1
13) lim im ————= lim = lim ——=
x—>—1 Xx+1 \/x+ +2 x-—-1 (x+1D)(/ (x+5)+2) x--1(@x+1)H/(x+5)+2) x->—1Vx+5+2
1 1
V=1+5+2 242 4
Vx-1 Vx-1 : Vx-1 . 1
14) lim = lim w—— = lim T3 =lim—— 7=
ol -1 xS (-1 2ol (Ve (W02 + V1) x-1 (3x) +3x+1
)lcl_I;l}l )lcl_rg}l 1 _ 1
llm(\/_) +lim \/_+11m1 (3 llmx)2+3,lm%x+ lim1 T3
lim 2x-3
X“—=x—3 . 2x-3)(x+1 . 2x-3 —
15)11 ——hmwzhm = =1 =
—1x342x24+6x+5  xo—1 (x+1)(x2+x+5) x—>—1x2+x+5 xlillll xZ2+x+5
-5 _ -5 _ -5 =1
xllrgl x2 +xlir£11(x+5) (xllrlll x)2+4 (-1)2+4
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CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETICAS Y TEOREMA DE

ESTRICCION

El teorema de estriccion
Suponga que las funciones f, g y h estan definidas en algtn intervalo abierto I que contiene

aa,yque f(x) < g(x) < h(x) paratoda x en I parala cual x # a. También suponga que lim f(x)
x—-a
a L.

son iguales

y lim h(x) existen y
xX—a

Teorema
sint

lim—=1
t-0 ¢

Teorema

La funcidn seno es continua en 0.

Teorema
La funcidén coseno es continua en 0.

Teorema

1 —cost
lim—=0
t-0 t

Teorema
Las funciones seno y coseno son continuas en cada nimero real.

Teorema
Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante son continuas en sus dominios.

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico
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Practica en clase

Determine el lir% f(x) de las siguientes funciones
X—

1) f(x) - 51121x3x

SNIORS T

3) fl) = 2
4 foo =22
ANORS T
6) f(x) ==
7) fl) =
8) fl) =2
9) flx) =L
10)f(x) = ==
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Solucionario de la practica en clase

. 2x 2. 3x 2 2
1) lim- =-lim— ==-1==
x—0 sin 3x 3 x—0Sin3x 3 3
. 1/sin3x 1,. sin3x 1
2) i sin3x _ li 5(_3x ) _ 23161_% sx_ _ 2 _ 1
1m — = lm sinéx — .. sinex -
x—0 Sin 6x x-0 2= lim—= 1 2
6 x-0 6x

. 3 : 2
3) lim =~ = limsinx - (lim Smx) =0-1=

x-0 x2 x—0 x-0 X
in5 in5 B 5
. sin®2x . sin®2x . sin2x
4) lim =811m—5=8(11m ) =8-1=
x—0 4x x-0 32x x—0 2x
. 1-cosx 1-1
5) lIim——=—=
x—0 1+sinx 1+0
. 1-—cos2x 1,. 1—cos 2x 1
6) lim——— =-lim———=--0=0
x-0 4x 2 x-0 2x 2

. 1—cos?x . sin?x  1(,. sinx\2 1 1
7) lim——— = lim = —(hm ) == (1)2 ==
x>0 2x2 x—0 2x2 2\x->0 x 2 2

8) lim tan* 2x — lim sin*2x lim( 4 )(sian)4 _ [ﬁ] (1)4 =4

x—0 4x* x—04x*cost2x  x—0 \cos?2x 2x

sinx si sinx 1 1 1
9) lim =i = lim . =1-==
x—03x2+2x  x50x(3x+2) x50\ x (3x+2) 2 2

2
.21 .1
. 1-cosx . 2sin“ox qf . sincx 1 1
10) lim = lim Z =—(lim—=%) =-(1)?==

x>0 x2 x=0 X2 2 2 2
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Solucionario de Tarea

. Sin4x sm4x
1) lim = 4lim =4-1=4
x-0 X x—>0 4x
ino 9 sin 9x 9 9
sin 9x o
2) lim——=-limz2%-==--1==
) x50sin7x 7 x50 S‘;‘J 7 7
X
. 3x 3. 5x 3 3
3) lim— = -lim— ==-1==
x—0 Sin5x 5 x—0 sin 5x 5 5
2 2 2
. X 1,. 9x 1/,. 3x 1
4) lim— = =lim — =—(11m _ ) ==(1)?
x—0sin?3x  9x50sin?3x 9 \x50sin3x 9
. 0
5) lim =-=0
x—0cCosx 1
.. 1-cos4x 1-cos4x
6) lim—=" = 4lim——" =40 =
x—0 x x—>0 4x
1.\2 1
. 3x2 12{ox
7) lim———— = hmL = 12lim—%+— = 12(1)?
x—0 1—c0525x x—0 sngx x—0 sin? Ex
sinx
. tanx Cosx 1.. sinx 1 1
8) lim = lim €% = —|im | — =--1-1
x—0 2Xx x—0 2Xx 2 x>0 X cosx 2
. tanx
9) lim 22X
x—-0 2x
x%4+3x (x+3)x
10) lim = lim (x+3)( )=3-1=3
x—0 sinx x—0 Ssinx sinx
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LIMITES LATERALES

Definicion de limite por la derecha
Sea f una funcion definida en cada niimero de algun intervalo abierto (a, ¢). Entonces, el

limite de f(x), conforme x tiende a a por la derecha, es L, lo que se denota por
lim f(x) =1L
x—-at

Definicion de limite por la izquierda
Sea f una funcion definida en cada nimero de algin intervalo abierto (d, a). Entonces, el

limite de f(x), conforme x tiende a a por la izquierda, es L, lo que se denota por

lim f(x) =1L
xX—-a
Problema ejemplo

-1, x<0
f(x)=4 0, x=0
1, x>0

S0 =1
RS =1

Teorema
Ellim f(x) existe y es igual a L si y solosi lim f(x)y lim f(x) existeny son iguales a
x—-a X—a xX—a

Problemas ejemplo

a)
4 — x? x<1
o7 xS
(x) 2 + x?, x>1

lim h(x) = lim (4 — x?)
x-1" x-1"

lim h(x) =3

x-1"

lim h(x) = lim (2 + x2
lim h(x) = lim, ( )
Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico
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Como lir{l h(x) = hr{]+ h(x) y ambos son iguales a 3, se concluye, por el teorema anterior,
x—>1" xX—

que
lim h(x) = 3.
x-1

b)

2x, 0<x<1
€)= {1.8x, x> 10

lim C(x) = lim 2x
x—10~ x—10~
xl_l)%_ C(x) =20

lim C(x) = lim 1.8x
x—-10% x—-10%
Puesto que 111118 C(x) + li%+C (x), se concluye, por el teorema anterior, que
x—10~ x—

lin} C(x) no existe.
xX—
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Practica en clase
Dibuje la grafica de la funcion, determine si existe o no, el limite indicado

2, x <1
1) f(x) = {—1, x=1

-3, x=x
(@) lim, £(); (b) lim £(x); () lim £ (x)

_(2x+1, x<3
2) h(x)_{w —x, 3<x
(a) lim h(x); (b) lim h(x); (c) lim h(x)
x—-3% x—-3~ x-3
3) S(x) = |sgn x| (la funciéon sgn x se defini6 en el ejemplo ilustrativo 1)

(@ lim S(); (b) lim S(); (¢) lim S(x)

o wr= (1 1

(a) lim, _g(x); (b) lim g(x); (c) lim g(x)

Resuelve los siguientes problemas
5) Si existen, determine: () lim [x]; (b) lim [x]; (¢) lim[x]
x—2t x—2~ x—2
6) Sea h(x) = (x — 1) sgn x. Dibuje la grafica de h. Si existen, determine:
(a) lir(gl+ h(x); (b) liI(I)‘l_ h(x); (c) lirr(l) h(x)
xX— X— X—

, determine el valor de k, tal que lin}L f(x) exista.
X—>

3x+2, x<4
7) Dada f(x) = {Sx—k 4<x
8) Dada f(x) = {ax+b, —2<x < 2,determine valores de ay b tales que
2x — 6, 2<x

lim f(x)ylim f(x) existan.
xX—>—2 X2
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Solucionario de la practica en clase

2, x <1
1) f(x) = {—1, x=1
-3, x=x

(a) lim f(x) = lim (=3) = =3
(®) Jim f(x) = lim2 =2

(c) lim f(x) no existe porque lim f(x) # lim f(x)
x—1 x—1" x—1"

_(2x+1, x<3
2) h(x) _{10 —x, 3<x

(@) lim A(x)= lim (10 —x) =10—-3 =7
x—-3*% x-3%

(b) lir?_ h(x) = lirgl_(Zx +1)=23)+1=7
X— X—

() lirré F(x) = 7 Teorema 1.6.3.
X—

-1, x<0
3) S(x) = |sgn x|, donde sgn x = {0, x=0
1, x>0
-1, x<0 -
S(x) =|sgnx| = {O, x=0
1, x>0
(a) Porque  sgnx =1 si x>0, entonces |sgn x| =

1six>0,y
xll,%l+ S(x) =xll)r51+|sgn x| = xlgggrl =1
(b) Porque sgn x = —1 si x < 0, entonces [sgnx| =1 si x <0,y
lim S(x) = lim [sgnx| = lim1 =1
x—0~ x—-07 x—-0~

(¢) Porque lim S(x) = lim S(x) =1, por Teorema 1.6.3 lim S(x) =1
x—0t x—-0~ x—0

o[ 13

. BT 3 _
@) Jim, 800 = Jig, Vx =0

(b) lim g(x) = lim ¥Y=x =0 /
x—0~ x—0"

(C) Porque lirn+g(x) = lim_ g(x) = T mmmmrm e
x—0 x-0

0, entonces por Teorema 1.6.3 lir% glx) =0
x—
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5) (@ lim, [x]=2

6)

(b) lim [x] =1

(c) lim[x] no existe porque lim [x] # lim [x]
x—2 x—27 x—-2+

1—x, x<0

h(x) =(x—1) sgnx =10, x=0 , il
x—1, 0<x \
(@3}1}%& h(x) = JLY(T)L(X -1)= -1 :

(b) lim h(x)=lim(1—-x) =1
x>0~ x>0~

(c) lim h(x) no existe porque lim h(x) # lim h(x)
x—0 x—0~ x—0t

3x+2, x<4
flo) = {Sx -k, 4<x
lim f(x) existe siy solosi lim f(x) = lim_f(x)
x4 x—4~ x—-4t
lir£1 fx)=Bx+2)=14
x—4~
Por lo tanto lirri f(x) existe siysolosi20 + k = 14; porlotanto k = —6
X—

x?, x< -2

f(x)=3ax+b, —-2<x<2
2x — 6, 2<x

Si limzf(x) existe entonces lirr; flx) = lirr%+f(x); esoes,4=—-2a+b
x—>— xXx—>—2" x——

Si lirr% f(x) existe entonces lir? f(x) = lir‘élJr f(x); esoes,2a+b = -2
X— X—27 x—

Resolviendo estas ecuaciones, obtenemos a = —%, b=1
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Tarea

Dibuje la grafica de la funcion, determine si existe o no, el limite indicado

n o=y 37
(&) lim f(2);(b) lim f(2); (c) lim f(2).

3+ t?, t< =2
0, t=-2
11 — t?, —2<t

(@) lim, g(t);(b) lim_g(t);(c) lim g(t).

2) g@t) =

x+1, x < -1
3) f(x) = {x?, —1<x<1
2—x, 1<x

(@) lim_f(x);(b) lim, f(x);(c) lim f(x); (d) lim f(x); (e) lim f(x);
() lim £ (x).

Vi + 1, t<—1
4) G(t) = V1 —1¢t2, —1<x<1
Vi —1, 1<x

(a) lim G(t);(b) lim G(t);(c) lim G(t); (d) lim G(t); (e) lim G(t);
x-—1" x——1* x—-—1 x-1~ x-1*
(f) lim G (t).
x-1
Resuelva los siguientes problemas
5) Si existen, determine: (a) lim [x — 3]; (b) lim [x — 3]; (¢) lim[x — 3].
x—4% x—4~ x-1
6) Sea G(x) = [x] + [4 — x]. Dibuje la grafica de G. Si existen, determine:
(a) lir3r)1+ G(x); (b) li13n_ G(x); (o) lirg G(x).
xX— X— xX—>

— <-1
7) Dada f(x) = {i’zc + i' f; <y determine el valor de k tal que xlirpl f (x) exista.
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2x —a, x <=3
8) Dada f(x) = {ax +2b, —3 < x <3, determine los valores de ay b tales que
b — 5x, 3<x

lim f(x)y lim f(x) existan.
x—--3 x—3

9) Seaf(x) = {_11’ J(; : 2, demuestre que chi_r)r(l) f (x) no existe, y que }Ci_r}?)l f(x)| existe.

)
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Solucionario de la tarea

t+4, t<-4
D f(t):{4—t 4<t

(@ lim, f(©) = lim (4—0) =8
) lim_f(0)=_lim_f(©) ¢+4) =0
(c) xllrg}f(t) no existe porque xLiEr}l_ f) #+ xgzr}ﬁ f (.

3 4+ t?, t< =2
2) g(t) =10, t=-2
11 — t?, —2<t

(a) Porque g(t) =11 — t? sit > —2, entonces
. _ . 2 _
i, 9= Jim, (+ £ =7
(b) Porque g(t) =3 + t? sit < —2, entonces
lim g(t) = lim (3 + t?) =7.
xo— x-—

—

(¢) Porque lirr;)rg(t) = lin% g(t) = 7, entonces por teorema 1.6.3 lim2(3 +t%) =7.
x—>— x—>=2" xX——

x+1, x < -1

3) f(x) = {x?, —-1<x<1
2—Xx, 1<x

(a) liml_f(x) = liml_(x +1)=-1+1=0.
xX—= xX—>=
- _ . 2 _ (_ 2 —
(b) lim, () = lim x? = (~1)? = 1.
(c) lim f(x) no existe porque lim f(x) # lim,k f(x).
x-—1 x->—1" x-—1%
(d) lim f(x) = limx? =12 = 1.
x-1" x-1"
(e) xh—gl+ flx) = ler{L(Z —-x)=2-1=1.
(f) lirq f(x) =1 por teorema 1.6.3.
x—

Ve +1, t<—1
4) G(t) = {V1-1¢2, —1<x<1
V-1, 1<x

(@ lim G(t) = lim - Vt+1=V-1+1=0
xX—o— xX—>=
i = i — t2 = —_(— 2 =
(b) xl_}r_nﬁG(t) Jim Vi—t2=/1-(-1)2=0

(c) lirn1 G(t) = 0 por teorema 1.6.3.
xX—>—

(d) lim G(t) = limV1—-t2=v1-12=0
x—->1" x-1"

. e m T T =377 =
(e)xll)r{lJrG(t)—xll_)r{lJr\/t 1=3Y1-1=0
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) lirr} G(t) = 0 por teorema 1.6.3.
xX—

5) @ lim - 3] = [1*] = 1
(©) lim [x ~3] = [17] = 0

(¢) lim[x] no existe porque lim [x] # lim [x].
x—>1 x4~ x—4t

6) Sea G(x) = [x] + [4 — x].
Sea n sea cualquier nimero entero. Si z = n, entonces G(x) =n+ (4 —n) =4

Sin<x<n<n+1lentonces4—n>4—x>4—(n+1)=3—n
Entonces G(x) =n+ (3 —n) =3
(a) lim G(x) = lim3 =3

x—-3% x-3%

(b) lim = lim3 =3
x—-3"

x—3~

(¢) lim G(x) = lim G(x) = 3 por teorema 1.6.3. limG(x) = 3
x-3% x—3~ x—3

kx -3, x<-1
N )= {x2+k —1<x
lim f(x)existesiysolosi lim f(x) = lim f(x).
x—>—1 x—->—-1" x—-—1%
lim = lim (kx—3)=-k—-3 lim f(x) = lim (x?+k)=1+k
e x->-1%

x—->-1" x—->-1"
Por lo tanto limlf(x)existe siysolosi —k —3 =1 + k; entonces k = —2*>~1"
xX—>—

2x — aq, x < -3
8) f(x)=4{ax+2b, —3<x<3
b — 5x, 3<x

» Encuentra los valores a y b para que lim3 fx)y lirr; f (x) existan.
xX—>— x—
Debido a los valores de los dos limites laterales
lim f(x)= lim 2x —a) =—-6—a.
xX——3" xX——3"
lim f(x) = lim (ax+ 2b) = —3a + 2b.
x—-3% x—>-3%
Si lim3 f (x) existe, por teorema 1.6.3. tenemos que
x——
—6—a=-3a+2b
a—b=3
» Debido a los dos limites laterales
lirgl_f(x) = lirgl_(ax + 2b) = 3a + 2b.
x— x—
xllggrf(x) = xll)rg(b —5x) = b —15.
Si lirr?l) f (x) existe, por teorema 1.6.3 tenemos que
x—

3a+2b=>b-—15.
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3a+b = —15.

Resolviendo estas ecuaciones simultdneamente, obtenemos a = =3y b = —6

-1 x<0; lf(x)|=1six#0

%) f(x):{L 0<x

lim f(x) = lim (—-1) = -1
x-0" x—0"

lim f(x) = lim (1) =1
x—-0% x-0%
Porque lim f(x) # lim f(x),limf(x) no existe, pero lim|f(x)| =lim1 =1
x—0~ x-0% x-0 x=0
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LIMITES INFINITOS

Definicion de valores de funcion que crecen sin limite

Sea f una funcion definida en cada nimero de algun intervalo abierto I que contiene a a,
excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se aproxima a a, f(x) crece sin limite, lo cual
se escribe como

lim f(x) = 40
xX—a

Definicion de valores de funcion que crecen sin limite

Sea f una funcion definida en cada nimero de algin intervalo abierto I que contiene a a,
excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se aproxima a a, f(x) decrece sin limite, lo cual
se escribe como

lim f(x) = —oo

Teorema 11 de limites

Sir es cualquier nimero entero positivo, entonces

1)
m — = +oo;

x—0+ x"

i)

I 1 —00, T es impar
im — =

xo0- xT + 00, T es par

Teorema 12 de limites

Si a es cualquier nimero real y si lim f(x) = 0 y lim g(x) = ¢, donde c es una constante
xX—a xX—a

diferente de 0, entonces

gx)

i) sic >0y f(x)— 0através de valores positivos de f(x), entonces  lim o 400
xX—a

i) sic >0y f(x) = 0através de valores negativos de f(x), entonces lim ?E—g = -
xX—a
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sic <0y f(x)— 0 através de valores positivos de f(x), entonces  lim % = —o0
xX—a

sic <0y f(x)— 0através de valores negativos de f(x), entonces lim % =40
xX—a

2

El teorema también es valido si se sustituye “x — a” por “x - a*” o “x - a~

Teorema

i)

Si lim f(x) = +o0 y lim g(x) = c, donde c es cualquier constante, entonces
xX—a xX—a

lim[f(x) + g(x)] = +o0
x—-a
i) Silim f(x) = —o y lim g(x) = ¢, donde c es cualquier constante, entonces
x—-a xX—a
lim[f(x) + g(x)] = —co
xX—-a

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “x — a” por “x - a*” o0 “x - a”

2

Teorema
Silim f(x) = 4+ y lim g(x) = ¢, donde c es cualquier constante de 0, entonces
xX—a x—-a

i) sic>0, limf(x)-g(x) = +oo;
x—a
i1) sic <0, limf(x)-g(x) = —oo;
x—a

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “x — a” por “x - a*” 0 “x - a~

Teorema
Silim f(x) = —oo y lim g(x) = ¢, donde c es cualquier constante de 0, entonces
xX—a x—-a

xX—a
X—a

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “x — a” por “x - a*” 0 “x - a~

Definicion de asintota vertical
Larecta x = a es una asintota vertical de la grafica de la funcién f si al menos uno de

los siguientes enunciados es verdadero:
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lim f(x) = 4o
x—at

Jim, f(x) = —oo
xli‘;”‘— f(x) =+
Jim f(x) = —o
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Practica en clase

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9

im —t+2
t—2- (t—2)?
. V3+x2
lim
x—-0t X
. V3+x2
lim —
x-0 X
V16 —x2
x-4- x—4
x% -3

m
x—0+ x3+x2

i 2 — 4x3
x—0— 5x2% +3x3

. 2 3
lim -—
to>—4~ \t2+3t—4 t+4
. [x]— x
lim ——=
x—3~ 3—Xx
. x34+9x%420x
lim ———————

x—3— x%+x-12

10) lim

x—1
x—1+ V2x—x%2-1

Determine la asintota vertical de la grafica de la funcion y dibujela

1) (@) f(x) =~ b f&) ==

1 1

x x3

En los ejercicios 12 a 15 determine la(s) asintota(s) vertical(es) de la grafica de la funcion, y aplique
la respuesta del inciso para dibujar la gréfica.

12)f(x) = =
13)f(x) = —=

14 f() =15
15) f(x) = m
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1 1
5) lim (3= 5)
3
6) sllgl— (s— 2 s — 4)
. 2x3 —5x2
7) thf— x2-1
N
8) xll>n11— x2 -1
2 -
9) im 6x2 +x- 2
x—>—2%t2x%+ 3x— 2
10) lim —==2

x—2— 2 — Vax — x2

Determine la asintota vertical de la grafica de la funcion y dibujela

1) (@) g(x) = (b)G(x) ==

x4

1

x2

1

En los ejercicios 12 a 15 determine la(s) asintota(s) vertical(es) de la grafica de la funcion, y aplique
la respuesta del inciso para dibujar la grafica.

3

12) f(x) = ——

13) f(x) = —

14) () =3
15)f(x) =
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Solucionario
. t+2 . t+2 . t+21 1
D lim —4_tl_l,r2qr(t+ 2)(t—2)_tll>r2qr f—z ot T
2) lim =22 =lim ——2 =" _=-""= _

to2-t2—4  to2— (t+ 2)(t-2) (t —2)2 ot
3) lim V3 + x2=+3y hm x = 0 tomando valores negativos. Por lo tanto,

x—-0"

. V3 + x2

lim = —o0
x—-0" X

. Vx2—9_ . VYx-—-3Vx+3 . vx+3 —
Yl S = i e = i G Ji V3 =y i V=3 -

: 101 -1
5) ,}L%L (— — x_Z) = xll,%l+ — lirél+(x —-1)= -1y xll)rgler = 0 por valores positivos.
Por lo tanto, llm x_21 = —0o0

1 3 : S+2 3 . s—1
6) Sll)rzn_ (s -2 sZ- 4) - Sll)rzn_ ((s —2)(s+2) (s-2)(s+ 2)) - sl_l]zrk ((s— 2)(s+ 2))
Ademas lirzn s—1) vy lirzn (s—2)(s+2)=0. Porque s— 27,entoncess —2 <
so2~ §-o2~

0; porlo tanto (s — 2)(s + 2) tiende a 0 por la izquierda. Por teorema

. 1 3
lim — = —oo0,.
s—2-\s—2 s -4
. 2x3 —5x2 -3
7) lim —————=—=+o
x—1— x%2-1 0~

g) lim X1=1

Yaque x = 17, entonces x < 1,si 0 < x < 1, entonces [x2?] = 0.
entonces lim [x?]-1=-1.

x—1

Porque x < 1yx? —1< 0si —1 < x < 1, entonces liril_(xz—l) =0
x—

. . . ) x2] -1
Y x? — 1 tiende a 0 por la izquierda. Por lo tanto III{I [[xz]]— =+
x—-1" -
9 li 6x2+ x—- 2 li 6x2+x-2 20
) lm e = i, mrriilrrar ity
x—>—2+2x%+4+ 3x— 2 xo-2*+(x+2)(2x-1) 0*(-5)
. x— 2 . x— 2 2+Vax—x2 . (x—2)(2+\/4x—x2)
10) lim ———= = lim . =1 =
x>2—2— Vax — x2  x52-2— Vax— x2 24V4x—x?  x52- 4—(4x—x2)
. (x-2)(2+Vax—x2) . Vax—x2
lim = lim
x—2~ (x—2)2 x—2- X—2

Ahora lim_(Z + Vix — xz) =4y lim_(x —2) = 0. Ademas, x — 2 tiende a 0 por la

x— 2
izquierda. Entonces por teorema concluimos que llm —_— = —0
! p ! -2 — V4x — x2
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1 , .
11) (a) Porque lm& = tox= 0 es una asintota vertical.
X

(b) Porque lin%xi4 = +4o00,x = 0 es una asintota vertical.
X—

. 3
12) Porque lim =—=—00 0 porque lim
x—>—1"x+ 1 0 x—>—1tx+ 1

vertical.

= +400,x = —1 es una asintota

1
= o g
T

Six — 5, entonces x —5 = 0. Ademas, porque x —5>0six >5y —4<0

13)f(x) = —

-4
le f(x) = lm51+n = —o00,

Oporque x —5<0six <5

_4 ——
llm fx) = lmé — = .

Por lo tanto, x = 5 es una asintota vertical.

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



"agmgm* UNIVERSIDAD

: 4¢P TECNOLOGICA
¢ Gy gy 4 DE PANAMA

. 4 4 , )
14) Porque fclzfsl i i +o0,x = 5 es una asintota vertical.

1
1) = ms—
1
f) = are
lirr6l (x+6)=0y lirré (x —1)=—"7.Porque x — 6 ,entoncesx + 6 <0; Por lo
X—>—6" X—>—6"

tanto (x + 6)(x — 1) tiende a 0 por la izquierda. Entonces por Teorma del limite

= —oo, Entonces x = —6 es una asintota

x—>—6"X“+5x— 6

vertical.

lim(x+6) =7y lim (x — 1) = 0. Porque x —» 1%, entonces
x-1t x-1t

x —1 > 0; Por lo tanto

(x+6)(x—1) tiende a 0 por la izquierda. Entonces por

Teorema de limite lim ———— = +oo. Entonces x = 1 es
x—>1+ .X'Z +5x—- 6

una asintota vertical.

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



Sugmum® UNIVERSIDAD
: 4¢P TECNOLOGICA
. 5 £ | DEPANAMA

LIMITES AL INFINITO

Definicion del limite de f(x) cuando x crece sin limite
Sea f una funcion que esta definida en todo numero de algtin intervalo abierto (a, +). El

limite de f(x) cuando x crece sin limite, es L lo que se escribe como

lim f(x) =L
xX—+00

Definicion del limite de f(x) cuando x decrece sin limite
Sea f una funcion que esta definida en todo niimero de algin intervalo abierto (a, +0). El

limite de f(x) cuando x decrece sin limite, es L lo que se escribe como

Jim ) =1

Teorema 13 de limites
Si r es cualquier nimero entero positivo, entonces

1) lim ==0
X400 X
i lim ==0

Definicion de asintota horizontal
Larecta y = b es una asintota horizontal de la grafica de la funcion f si al menos una de

las proposiciones siguientes es verdadera:
lirp f(x) = b,y para algiin namero N si x > N, entonces f(x) # b;
X

i)
ii) lim f(x) = b,y para algin numero N si x < N, entonces f (x) # b.
X—>—00

Ejemplo ilustrativo 1
Cada una de las figuras 7 a 10 muestra la grafica de una funcion para la cual larecta y = b

es una asintota horizontal. En las figuras 7 y 8, se aplica el inciso (i) de la definicion 3.7.4, y para
las figuras 9 y 10, el inciso (i1) es verdadero. Los dos incisos (1) y (i1) se cumplen para la funcion

de la figura 11.
La figura 12 muestra la grafica de una funcion f para la cual lirll f(x) = b, pero no existe
X—+ 00

ningin numero N tal que si x > N, entonces f(x) # b. En consecuencia, la recta y = b no es una
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asintota horizontal de la grafica de f. Un ejemplo de este tipo de funciones se presenta en el
ejercicio 63 de la seccion 5.4.

Ejemplo ilustrativo 2
Al principio de esta seccion se motivo la definicion de limites al infinito con la funcion

definida por
2x?
fe) = x2+1

y se mostro que lirll f(x)y lim f(x) son igual a 2. Por lo tanto, la recta y = 2 es una
X—>+ 00 X—>—00

asintota horizontal de la grafica f. La grafica trazada junto alarecta y = 2 en la figura 1 y 2 apoyan

el hecho.
. Figura 9
Figura 7 Figura 8 .
Figura 10 Figura 11 Figura 12
Ejemplo 7
Obtenga las asintotas horizontales de la grafica de la funcion definida por
X

(x) = —=——=
f Vx?+1
Y utilicelas para dibujar a grafica de f. Apoye los resultados trazando la grafica de f y las

asintotas en el mismo rectangulo de inspeccion.
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Solucion  Primero se considera el limite lir_El f(x).
X—>+ 00

Al dividir el numerador y el denominador entre vV x? se tiene
X

X 1/x2

= lim ———

xllr-{-lw ‘/XZ +1 xX—+00 x2 1
2Tz
X
= lim x|
AR S

x2

Puesto que x = +0o, entonces x > 0; por tanto, | x |= x. Asi,

X
x i
lim ——— = lim —%—
xir-{—looJXZ + 1 xir-il:loo 1
1+—=
X
lim 1
_ X—+00
. . 1
lim 1+ lim —
XxX—+00 x—+00 X

1

CJVito

[E

En consecuencia, por la definicion (i), la recta y = 1es una asintota horizontal de la grafica

de f.

Ahora se considerard el limite lim f(x), de nuevo
X——00

04

se dividira el numerador y el denominador entre Vx2, que
equivale a | x |. Como x - —oo, x < 0; por lo que

| x |= —x. Entonces se tiene.
X
x) =
X ! Vx2 +1
—X Figura 13

lim f(x) = lim —2X—
X—>—00 X—>—00 1
/1+—2

X
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— xll}zloo(_l) — -1 — _ .
1
\/lim 1+ lim lz VI+0
xX——00 x—>—00 X
De acuerdo con la definicion (ii), la recta y = —1es -
una asintota horizontal de la grafica de f. o
Con las dos asintotas horizontales como guias, se [=3,3] por [;2'2]
dibuja la grafica de fobteniéndose la figura 13. Con el fin de f&) = Npear
apoyar los resultados obtenidos, se traza la grafica de fy las y= r} y YII -1
1gura
rectas y =1y y = —1en el rectdngulo de inspeccion de £

[—3,3] por [—2,2], como se muestra en la figura 14.

Definicion de asintota oblicua

La grafica de la funcion ftiene la recta y = mx + bcomo una asintota oblicua si alguna de
las proposiciones siguientes es verdadera:

(1) lir£1 [f(x) — (mx + b)] = 0, y para algin nimero M > 0, f(x) # mx + b siempre
X—+o0

que x > M.
(i1) lim [f(x) — (mx + b)] = 0y para algiin nimero M < 0, f(x) # mx + b siempre
X——00
que x < M.
EJEMPLO 8
Sea
hex) = x?+3
() =77

Determine las asintotas de la grafica de h. Apoye los resultados trazando la grafica de h'y
sus asintotas en el mismo rectdngulo de inspeccion.

Solucion

Como

lim h(x) = —o0 y lim h(x) = +oo
x—1" x—1t

la recta x = 1 es una asintota vertical. No existen asintotas horizontales porque si el numerador y
el denominador de h(x) se dividen entre x2, se obtiene
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K=
I
Rle

y conforme x — +00 0 x = —oo, el limite del numerador es 1 y el limite del denominador
es 0. Sin embargo, el grado del numerador de h(x) es mayor en 1 que el grado del denominador, y

cuando se divide el numerador entre el denominador se obtiene

4
h = 1+ ——
(x)=x+ +x—1 6

Por tanto, la recta y = x + 1 es una asintota oblicua.

La figura 15, que muestra la grafica de hy las asintotas
trazadas en el rectangulo de inspeccion de [—10,13.5] por
[—6,9.7], apoya los resultados obtenidos.

x=1ly=x+1
Figura 15
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Problemas

En los ejercicios 1 a 9 determine el limite y apoye la respuesta graficamente.

. 2t+1
1) lim——:
t—>o0 5t—-2
6x—4
2)

x—>—o0 3x+1
45243
3)
S——00 252—1
. x+4
4) lim
xX—+o00 3x2—5
x%—x+5

5) lim ==
x—>+00 7x° +x+1

. 4x3+42x%-5
6) lim x-S
x——oo 8x° + x+2
li 5x3-12x +7

7) X—>—00 4x2—1
. N
x—>—o0 X+4
. w2-2w+3
9) lim LZ2w+3

W——00 w+5

En los ejercicios 10 a 12, realice lo siguiente: (a) trace la grafica de la funcion f y haga una
proposicion acerca del comportamiento aparente de f(x) conforme x crece sin limite. (b)
Confirme analiticamente la respuesta del inciso (a) calculando lim f(x)

X—+00

10)f(x) = Vx?+x —x
1D f(x) = Vv3x? +x — 2x

12) f(x) = NG G

Vx+1

En los ejercicios 13 a 19, determine las asintotas de la grafica de la funcion y utilicelas para
dibujar la grafica. Apoye los resultados trazando la gréfica y las asintotas en el mismo rectangulo
de inspeccion.

13) f () = 25
14)g(x) =1-=
15)f(x) = 9=

2x+1

4 2
16)G(x) = xz"_g
2x
17) h(x) = 6x2+11x—-10

18) f(x) = e
-1

19 /() = Fsere
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En los ejercicios 20 a 22, determine las asintotas de la grafica de la funcion. Apoye los resultados

trazando la grafica y las asintotas en el mismo rectangulo de inspeccion.

2_3x+2
20) f(x) = ===
_ (x+1)3
21) fx) = £
x3+2x%+44

2)f () =2
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Solucionario
2t+1 241 3
1) lim—=Ilim—5 ==
t—oo 5t-2 t—oo 5—? 5
. 6x—4
2) lim
x—>—o0 3x+1
Aplicar Teorema de limite dividimos el numerador y denominador por x.
4 1
lim St = i T RO T ey 6-4(0)
x—003X+1  xo—00 342 lim 3+ lim ~ 3+0
X X——00 X——00X )

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

4s2+3
3) lim
S—— 00252 1

Dividimos el numerador y denominador por s2. Entonces

3 , , L1
. 45243 . 4+= lim 4+ llm 3- lim =z 4+3(0
llm > —_ llm Sl — S—>—00 — 00 100 — ( ) — 2
s—>—0025%=1  s-5-—002—= lim 2— lim — 2-0
S S—>—00 S—>—00S
1,4
x+4 . X 22
4) lim = lim % =0

x—+00 3x2-5 x—+003—=
x

5) lim x“—x+5

xX—+00 7x3 +x+ 1
Dividimos el numerador y denominador por x3, la

mayor potencia de x que aparece, tenemos que
1 2 5
x2—x+5 .y 2ta

l e == 1 1~
x>+ 7x°> +x+1 X—>+00 7+—2+x—3

lim l—2 llm +5 lim
— xotcoX “x—>+oox? x—>+oox3 0-2(0)+5(0) —
7+ llm —+ lim —13 7+0+0
X—>+00X
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6) i 4x3+2x2-5 . 4+,2-C—xi3 1
L v RS Ui A W M
7y lim 5x3-12x +7

X——00 4x 2 1
Dado el numerador tiene mayor grado, factorizamos x en el numerador. Posteriormente,
dividimos numerador y denominador x?2.

7 12 7
. 5x3-12x+7 o 5x%-12+4 . 5=t .
lim ———= ———*x = lim =% lim x.
X—>—00 4x-—1 x——o0o 4x4-1 X—>—00 4—x_2 X—>—00
. 1 . 1
5-12 lim —5+7- im — . 5-12(0)+7(0) . 5
= ao—ooX _xomf . limx =——=- limx == -
4—_lim — X——00 4-0 X—>—00 4
X—>—00X d
lim x = —o ﬂ
X——00 »
8) Vx2+4
x—»—00 X+4
Tenemos que dividir el numerador y denominador por x.
Dado que x — —oo, entonces x < 0y Vx? = —x o, equivalentemente x = —Vx?2.
Vx2+4  Vx2+4 x2+4 1+ 4 )
x+4  —VxZ x2 x2’

Por ecuacion (1) tenemos que

Vx2+a _ 4 _ im L
VaZea o Mz T PMNAME i) 1
x+4 x+a 1+2 1+4 lim * 1+4(0) R T R ———
X X—>—00X i
3
. Vw2-2w+3 =5tz
9) lim WIwEE_ -1
W——00 w+5 W——00

10)f(x) = Vx?2 +x —x
Como ambos términos presentan limites infinitos, se
racionaliza la expresion.

. . Vx2+x—x Vx2+x+x

lim (\/x2 +x— x) = lim . .

X—+00 x—>+00 1 VxZ+x+x
1

= lim ——— = lim —2— (1)
x40 VXZ+x+x  xo4oo (Vx2+x+x)’

Porque x - +oo, entonces x > 0y x = Vx? entonces

V2 Vx2 Va2 2
e R T i B SRR LGEZ S W i S W PSS G
x—+00 x x—>+00 X x V2 x2 x

Por ecuacion (1) y (2) tenemos que
lim (Vx2+x—x) = lim :

1 1 1
X400 X0 /1+1+1 /1+ lim L1 V1t0+1 2
X X—+0X
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11) llm\/x2+x—2x—llr+nx</3+i—2>—llmx (V3-2)=-
X—+00 X—>+o© X—>+00
’x+m \]x+(1+x—1dx+x1/2) Vx 1+1,x—1+x_3/z
R I S e e B e
— 5 Vi 1+,,x‘1+x_3/2 e .
= A 1T+x1 T Vito
2x+1
13)f(x) = =
Como llm —+1 =40 lim et —o0, x = 3 es una asintota vertical.
x—3+t x-3 x—3~ Xx—3

+1 2x+1/y

=20 llm f (x) = 2,y = 2 es una asintota horizontal.

. 2x
Como lim = lim —;
x—>+00 X—3 x—+00 X— /

La grafica es simétrica con respecto (3,2)

14)g() =1 -+
Como lim (1 —l) = —000 lim (1 —1) = 400, x = 0es
x—-0% X x—-0~ X
una asintota vertical.

. 1 ) 1
Comoxl_L)Tm(l—;)—10xl_l>1_n00(1—;)—1,y—1es ——
una asintota horizontal. :

La grafica es simétrica con respecto (0,1)
15)f(x) = Domlmo{x |x| > 2}. Porque llm L f (x) = 400, x = 2 es una asintota
Vertlcal.
Como lin%_ f(x) = 400, x = —2 es una asintota vertical.
x—>—

Como xl_L)inoof(x) =0o0 xl_L)r_noof(x) =0,y =0esuna L_J 1 g

asintota horizontal.
Como f(x) es una funcion par, por lo tanto, su grafica es
simétrica con respecto al eje y.

4x2 =
16) G(X) -9 (x—3)(x+3)

Como llm G(x) =400 limG(x) = —o0,x = 3 es una

x—3*t x—>3~
asintota vertical. e I I B
Como lim G(x) =—oo0 lim G(x) =+, x = —3es

x—-3% x—>—3" .
una asintota vertical.
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Como xgzran(x) = llel o/

=40 lim G(x) =4,y = 4 es una asintota horizontal.
X—>—00

Como f(x) es una funcion par, por lo tanto, su grafica es simétrica con respecto al eje y.

2x 2x
17 h(x) = 6x2+11x-10  (2x+5)(3x—2) N
. 5
Como llm h(x) = 4o o llm h(x) = —oc0,x = —=
x—-5 —--=5/2" 2
€S una asmtota vertical.
Como lim h(x) =+xo0 lim h(x) = —oo,x =2esuna . I
x—2/3% x—2/3~ 3 T
asintota vertical. )
. . 2
Como lim h(x) = Como lim —=2/%
x—>+00 X—>+00 6+11/x—10/x2

lim h(x) = 0,y = 0 es una asintota horizontal.
X——00

18) f(x) = Domlnlo{xllxl > +/2}

Como llm+ f (x) = +00,x = V/2 es una asintota vertical.

x—\2

x—>—2

Como lim _f(x) = 4+, x = —/2 es una asintota \J P M

vertical.

, g 4x?
Como lim f(x) —4 = lim ==

= lim 4x(%—1) = lim 4x -

X—+00 X—+00

8x

—4x
x—Vx2-2 x+Vx2-2 "‘-.:

Vx2-2  x+Vx2-2
8/x

=xl—l>Toon2 2(x+Vx2-2) xl—l>+oo\/—(1+\/1 2/x2)

I y por lo tanto y = 4x es una asintota oblicua.
Como f(—x) = f(x), la grafica es simétrica respecto al eje y. Por lo tanto, y = —x

también es una asintota oblicua.

-1 .
19) f(x) = \/x2+5x+6 = Tooes Dominio: (—o0,—3) U (=2, +0)
Como llTr; f(x) = —oo,x = —3 es una asintota vertical. “
e
Como lirr%+ f(x) = —oo,x = —2 es una asintota vertical.
x——
Como lim f(x) =0,0 lim f(x) =0,y = 0esuna
X—+00 X——00 J—
asintota horizontal. :
. 5
La grafica es simétrica con respecto a la recta x = — > i
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x%—-3x+2

20) f(x) = 2%
Como lim _f(x) = 4ooy lim f(x) = —oo, larecta
x—>—4% x—>—4"

x = —4 es una asintota vertical. Dado que el grado del ‘
numerador es uno mayor que el grado del denominador, [

existe una asintota oblicua. Al efectuar la division de ,
polinomios, se obtiene: S| §

FO) =x—7+-2 w

x+4 .
Por lo tanto, la recta y = x — 7 es una asintota oblicua.
La grafica se encuentra por encima de la asintota
cuando30/(x + 4) > 0, es decir cuando x > —4, y
por debajo de la asintota cuando x < —4.

_ (x+1)3

21) fx) = S50
Como lirrll+ f(x) =400y linll f(x) = +oo,larecta x = les una asintota vertical, y la
X— x-1"

curva se aproxima a ella hacia arriba tanto por la derecha como por la izquierda.
Desarrollando:

x3+3x243x+1
f(Z) T x2-2x+1

Como el grado del numerador es uno mayor que el del denominador, dividimos y
obtenemos:
12x—4
X)=x+5+—=.
£ =y
Por consiguiente, la recta y = z + 5 es una asintota oblicua.
La gréfica esta por encima de esta asintota cuando (12z — 4)/(z—1)? > 0

. 1 . 1
es decir, cuando z > 3 Y por debajo cuando z < p

P
1«-m-|<%_a:a T3

39,2 ’
22) f(x) =x+i—f+4=x+2+§2=x+2+g(x)
Como liI(T)1+ f(x) =40 o lir(r)l_ f(x) = —oo, x = 0 es una asintota vertical.
xX—> X—

Ademas, como lirfl g(x) =00 lim g(x) =0, y =x + 2 es una asintota oblicua.
X—+00 X—>—00
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CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN
NUMERO

Definicion de funcion continua en un nimero
Se dice que la funciéon f es continua en el nimero a si y solo si se satisfacen las tres

condiciones siguientes:
i) f(a) existe;

lim f(x) existe;

x—at

lim £(x) = f(a).

i)
Si una o mas de estas tres condiciones no se cumplen en a, entonces se dice que la funcion

iii)
f es discontinua en a.
Teorema
Si f y g son dos funciones continuas en el nimero a, entonces
f + g es continua en a;

f — g es continua en a;
f / g €s continua en a, considerando que g(a) # 0.

1)
ii)

iii)

Teorema
Una funcion polinomial es continua en todo nimero.

Teorema
Una funcion racional es continua en todo nimero de su dominio.

Teorema
Sin es un niamero entero positivo y

o) = Vx

entonces
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si n es impar, entonces f es continua en todo numero,
si n es par, entonces f es continua en todo niimero positivo.

Teorema
La funcién de f es continua en el nimero a si f esta definida en alglin intervalo abierto que

contenga a y si para cual quiera € > 0 existe § > 0 tal que

si |x —al| < § entonces |f(x) — f(a)| <€
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Problemas

En los ejercicios 1 a 9, dibuje la grafica de la funcion. Observe donde la grafica se rompe,
determine el numero en el que la funcion es discontinua, y muestre por que la definicion. 1.8.1 no

se satisface en este nimero.

X2+ x -6

L) =—5—
Solucion

x*+x —6 (x+3)(x—2)

=x—2 six# -3

fe) = x+3

x+3

Hay una ruptura en la grafica en —3. f(—3) no existe. Por lo tanto, la condicién (1) de la

definicién 1.8.1 falla en —3.

x2-3x — 4
2. G(X) = x—4
2
Solucion
x?—3x — 4 , A
G(x) = — 4 SLX #+
2 six =4
2_ — —
Porquex xi’; o i)_(zﬂ) =x+1six+#4
Entonces
_(x+1 six +4
G(x) = {2 six =4
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Hay un “agujero” en la recta en el punto (4,5) porque G(x) # x + 1 si x=4, y por lo tanto G
es discontinua en 4. Mostramos como no se satisface la definicién 1.8.1. Porque lin}L G(x) =
X—

lirr}}(x+1)=5yG(4)=2
X—

Entonces lin}l G(x) # G(4) y por lo tanto la condicion (iii) de la definicion 1.8.1 no se satisface.
X—

1
3. H (.X') = Y1z
Solucién Hay una ruptura en la grafica en —2.

h (—2) no existe. Por lo tanto, la condicién (i) de la definicion 1.8.1 falla en —2. Por lo
tanto, f'es discontinua en —2.

L} S K R I S——
——— e e e

~

w

IS

@

~

5 .
4. f(x) :{m six+4
2 six=4
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Soluciéon  Hay una ruptura en el grafico en 4. lirri f(x) =4y liril f (x) = —oo.
xX— Xx—4~

Por lo tanto, la condicioén (i1) de la definicion 1.8.1 falla en 4. Por lo tanto, f'es discontinua en 4.

5 ect
z ‘
6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 ] 5 6 7 8 9 10
-1 six<0
5.f(x)=40 six=0
Vx  si0<x
solucién Hay una ruptura en la grafica en 0. lirgl_ fx) = lirgl_ (-1)=-1y 1i1’(1)’1+ f(x) =
X— X— X—

lirgl+x/§ = 0; Porlo tanto, limf (x) no existe. Por lo tanto, la condicién (ii) de la definicién
xX—> xX—>

1.8.1 falla en 0. Por lo tanto, fes discontinua en 0.

x—1 six<1
6.f(x) =11 six=1
1-x sil<x

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



”../‘ﬂ UNIVERSIDAD
: 4¢P TECNOLOGICA

= P DE PANAMA

solucién

Hay una ruptura en el graficoen 1. (i) f(1) = 1;

(ii) lim f(x) = lim (x —1) =0y lim f(x) = lim (1 — x) = 0. Por lo tanto, limf(x) = 0.
x—-1~ x—1~ x—-1+ x—-1+ x—>1

(ii1) lirr% f(x) # f(1) Por lo tanto, la condicion (iii) falla en 1. Por lo tanto, f'es discontinua en 1.
X—

t?—4 sit<2

7.9(t) =14 sit=2
4 -t si2<t

solucién

Hay una ruptura en el grafico en 2. (i) g(2) = 4;

.o . — . 2 _ — . — . _ 2 — - —
(ii) tlirzn_g (t) = tllrzn_(t 4)=0y tll)rzrgrg (t) tll)rzrgr(él t) = 0. Por lo tanto, ltl_r)rol g() =0.

(111) ltlrrzl g(t)#g (2). Por lo tanto, la condicion (ii1) de la definicion 1.8.1 falla en 2. Por lo tanto, g

i

es discontinua en 2.

5

4 L

6+x six< -2
8H(x)=42—-x si—-2<x<2
2x—1 si2<x
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solucion Hay ruptura en la grafica en los puntos donde x=—2 y x=2.

Consideramos los puntos por separado. Dado que H (—2) = 1—2=-1, la condicion (i) de la
definicion 1.8.1 se satisface cuando a=—2. Porque

lim H (x) = x§@2+(2 —x)=4 y sznZ_H (x) = xEEnZ_(l +x)=-1

x—>—2%

lirr% H (x) no existe. Por lo tanto, la condicién (ii) de la definicién 1.8.1 no se satisface
x——2"

cuando a=—2, y por lo tanto H es discontinua en —2.

Dado que H(2)=2—-2=0, la condicio6n (i) de la definicién 1.8.1 se satisface cuando a=2.
Porque

xllgl+H (x) = ,}L%L(Zx -1)=3 y ,}er?—H (x) = xllgl_(Z —-x)=0

lirglJrH (x) no existe. La condicion (ii) de la definicién 1.8.1 no se satisface cuando a=2, y por
xX—

lo tanto H es discontinua en 2.

||

1 six=0
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solucion Hay ruptura en el grafico en 0. (i) f(0) =1

(ii) xll)rgn_ glx) = xll)r(r)l_ ( x) ly xll)r(r)lJr gx) xll,r(r)l+ (x) 1.Porlo tanto,xll)r(r)l+ g(x) no

existe. La condicidn (i1) de la definicion 1.8.1 no se cumple en 0, por lo que g es discontinua en 0.

-2

En los ejercicios 10 a 14, la funcion es discontinua en el nimero a. (a) Trace la grafica de fen un
rectangulo de inspeccion conveniente y determine que la grafica se rompe en el punto donde x =
a. /Parece ser removible o esencial esta discontinuidad? Si parece ser removible, especule sobre
como debe redefinirse f'(a) de modo que la discontinuidad sea eliminada. (b) Confirme
analiticamente la respuesta del inciso ().

x2+4x+3 .
x+3 '

10. f(x) = a=-3
Solucién
flx) = % =x+ 1six+-3.

Para que f'sea continua debemos definir f (—3) =—3+1=-2.

vx+4 -3
;a=5

11. f(x) =

x-5
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Solucién
_ Vx+4 -3 _ Vx+4-3 _ 1 . . _ 1 _ 1
fG) = (x+4)-9  (Vx+4-3)(Vx+4+3) Vx+4+3 si #5. Define /(5) = VX+t4+3 6

12. f(x) = ”‘*i‘ﬁ; a=0

Solucién
_ Vx+5-V5 _ Vx+5-/5 _ 1 . .

fx) = 55— VRIS S  YEreeE si x#0. Para que f'sea continua, debemos
. 1 1

definir f(x) = NN AN
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13. f( )_ vx+1-1 a:0
)31 (x+1)/3-1

Solucion x) = =
f@ (4D BP=13 [+ 3-1][c+ 1) /34 (x4 1) /34+1]

1 . . .
= 5 — six#0. Para que f'sea continua, debemos definir f(0) =
(x+1) 3 +(x+1) /3+1
1 1
2 1 -3
(0+1)7/3+(0+1) /341 3
2
15
:
05
3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3
-05
-1
=15
x+5
14. f(x) = ;a=3
f( ) [x+1] -4’

No existe. Porque el denominador tiende a 0 y el

Solucién limf (x) = lim 3(x+1) )

numerador no. Por lo tanto, la discontinuidad es esencial.

16 14 -12 —10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
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En los ejercicios 15 a 20, determine los niumeros en los que la funcidn es continua e indique la
razon.

15. f(x) = (x — 5)3(x? + 4)°

Solucion  Es un polinomio. Por lo tanto, f'es continua para todos los nimeros reales.

16. g(x) = LS

xX—

Solucion  Es una funcidn racional. Por lo tanto, g es continua en su dominio: todos los
numeros reales excepto el 3.

x—2
17.600 =z
x—-2 xX—2
x2+2x -8 (x+4)(x-2)
en su dominio: todos los nlimeros reales excepto 2 y 4. La discontinuidad e 2 es removible.

es una funcion racional. Por lo tanto, G es continua

Solucion G(x) =

_(3x—1 si x<2
18°f(x)_{4—x2 si 2<x

Solucion si  x#2,f(x) es un polinomio. Por lo tanto, f'es continua en nimero distinto de
2. limf(x)=lim(Bx—1) =5y lim f(x) = lim (4 — x2) = 0; por lo tanto, limf(x) no
x—-27 x—-27 x—-27% x—-27F x—2

existe. Por lo tanto, es discontinua en 2.

| =

, Six<3
19. f(x) =1 3
—, si3<x
9—x
Solucion si  x#3,f(x) es una funcidn racional. Por lo tanto, f'es continua si #0 0 9.

: (1) _1_ .. . 2 1 :
xllgl_f(x) = x]lgl_ (—) =3y ,}L%‘J(") = lim (—) =3= f(3). Por lo tanto, f'es continua en 3.

X x—31t \9—x

2x —Vx, six<1

20. g(x) =
9(x) {xﬁ, sil1<x
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Solucion los radicales son continuos segun el teorema 1.8.5, 2x y x son polinomio
y, por lo tanto, son continuos. Por lo tanto, si 2#1, g es continua segun el teorema 1.8.2 (ii) y (ii1).
Ademas,

. T 3 1 _ _ . T — 11—
limg() = lim (2x - ¥x) =2-1=1=g(1y limg(x) = lim (xvx)=1-1=1

Por lo tanto, g es continua para todos los niumeros reales.

En los ejercicios 21 a 24, realice lo siguiente: (a) determine los valores de las constantes ¢
y k que hagan a la funcidn continua en todo ntimero. (b) Dibuje la grafica de la funcién resultante.

3x +7 six<4
Zl'f(x)_{kx 1, sid<x

Solucion.
lim f(x) = lim 3x +7) =19 = f(4);
xX—4~ xX—4~
XILTJ(X) = ,}LT+(kx —1)=14k-1

Por lo tanto, f'es continua en 4 siy solo si 4k—1=19; k= 5.

25

20
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kx — 1 six<2
22. f(x) ={kx2 si2 <x

Solucion.
. _ . 2 _ _
lgp £ ) = i Jox” = 4k = £
limf(x) = limkx—1= 2k -1
X2~ X2

Por lo tanto, f'es continua en 2 si y solo si 4k =2k—1; 2k=—1;k :_%_

-14 12 -1 -8 -6 -4 —N 2 4 5} 8 10 12

X six<1
23.f(x) =9cx + k sil<x<4 ’
—2x Ssi4<x

Solucion.
lim f(x) = limx =1 = f(1);
x-1" x-1"
xh_)r%f(x) = xh_)r%(cx +k)=c+k

Por lo tanto, f'es continua en 1 siy solo si c+k =1.

liT_f(x) = liT_(cx + k) = 4c + k;

x> X— -12
Jim [ () = lim, (=2 = =8 = (%)

Por lo tanto, f'es continua en 4 si y solo si 4c+k =—8.

Resolviendo ¢ + k= 1y 4c + k = —8 simultdneamente, obtenemos ¢ = =3 y k= 4.
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x+ 2c six< -2
24. f(x) =43cx + k si—2<x<1
3x—2k sil<x

Solucion.

Para todos los valores de ¢ y k la funcién f es continua en todos los valores de x, Si es
continuaen x = -2y x =1.

Si fes continua en —2, entonces Si f es continua en 1, entonces
Jim_f(x) = Jim f (x) lim f(x) = lim, f (x)
lim (x+2c) = lim (3cx + k) lim (3cx + k) = lim (3x — 2k)
x—>—2" x—>—2% x—-1~ x-1*
—2+4+2c=—-6¢c+k 3c+k =3-2k.

) . . , 1 2
Resolviendo estas ecuaciones simultaneamente, obtenemos =3y k=§.
Sustituyendo estos valores de ¢ y k en la ecuacion (1), tenemos

x+§ Six <=2 )
5 _ ‘ x+§ six <1
flx)=<x +3 si —2 < x <1 oequivalentemente f(x) = 1

4 3x — = six>1
3x—§ sil<x 3

Ahora, f (1) =145 = 2 Ademds, ~ lim f(x) = lim (x+2)
lim (3x - g) =3

x—1 3

5 1. _
3Y lim f(x) =

Por lo tanto, lirr% flx) = g f(1). Por lo tanto f'es continua en 1 y f'es continua de (—oo, c0).
X—
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Continuidad de una funcion compuesta y continuidad

en un intervalo
Ejemplo ilustrativo 1 sif(x) =vx yg(x)=4—x2, ysi hes la funciéon compuesta f o g,

entonces
h(x) = f(g(x))
=f(4—x?)

= V4 — x?
Debido a que el dominio de g es el conjunto de todos los numeros reales y el dominio de f

es el conjunto de todos los nimeros no negativos, el conjunto de / es el conjunto de todos los
niimeros tales que 4 — x% > 0 , esto es, todos los niimeros del intervalo cerrado [—2,2]. La grafica

de 4 se muestra en la figura 1.

|

hix) = \4 - X

Figura 1

Teorema limite de una funcion compuesta
Silim g(x) = by sila funcidn fes continua en b, entonces
X—a
lim(f 0 g)(x) = f(D)
o equivalentemente,
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Teorema continuidad de una funcion compuesta

Si la funcion g es continua en a y la funcién f'es continua en g(a), entonces la funcioén

compuesta f 0 ges continua en a.

Ejemplo 1 Determinar los numeros en los que la funcion siguiente es continua:

h(x) = V4 —x?

Solucién la funcién h es la que se obtuvo en el ejemplo ilustrativol como la funcion compuesta f

0 g, donde f(x) =vx y g(x) =4 — x% Como g es una funcién polinomial, es continua en
todos los numeros reales. Ademas, por el teorema 1.8.5(ii), f'es continua en cada numero real
positivo. En consecuencia, por el teorema 1.9.2, /& es continua en cada numero x para el cual
g(x)>0. Esto es, cuando 4 — x? > 0. Por tanto, / es continua en el intervalo abierto (—2,2).

Definicion de continuidad en un intervalo abierto

Se dice que una funcion es continua en un intervalo abierto si y solo si es continua en
cada numero del intervalo abierto.

Definicion de continuidad por la derecha

Se dice que la funcion f'es continua por la derecha en el numero a siy sélo si se cumplen
las tres condiciones siguientes:

(1) f(a) existe;

(ii) lim f(x) existe;
x—-at

i) lim f() = f(a).

Definicion de continuidad por la izquierda

Se dice que la funcidn f'es continua por la izquierda en el niimero a si y sélo si se cumplen
las tres condiciones siguientes:

(1) f(a) existe;
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(i1) lim f(x) existe;
X—a

i) lim f(x) = f(a).

Definicion de continuidad en un intervalo cerrado

se dice que una funcion, cuyo dominio contiene al intervalo cerrado [a, b], es continua en
el intervalo cerrado [a, b] siy solo si es continua en el intervalo abierto (a, b), asi como continua
por la derecha en a y continua por la izquierda en b.

Ejemplo 2  Demuestre que la funcion 4 del ejemplo 1 es continua en el intervalo
cerrado[—2,2].

Solucion La funcién £ estd definida por
h(x) = V4 — x?
y en el ejemplo 1 se mostro que h es continua en el intervalo abierto (—2,2).

Al aplicar el teorema 1.9.1 se calculan los limites lirr%+ h(x) y lirgl_ h(x) .
xX—>— x—

lim h(x) = lim V4 —x?. lim h(x) = lim V4 — x2.
x—>—2% x—>—2% x—-2~ x—>2~

=0 =0
=h (=2) =h(2)

De este modo, % es continua por la derecha en —2 y es continua por la izquierda en 2. En
consecuencia, por la definicion 1.9.6, & es continua en el intervalo cerrado [—2,2]. La
grafica de & se muestra en la figura 1.

Definicion de continuidad en un intervalo semiabierto

(1) Una funcion cuyo dominio incluye al intervalo semiabierto [a, b) es continua en [a,
b) si y solo si es continua en el intervalo abierto (a, b) y es continua por la derecha
a.

(i1))  Una funcion cuyo dominio incluye al intervalo semiabierto (a, b] es continua en (a,
b] siy solo si es continua en el intervalo abierto (a, b) y es continua por la izquierda
en b.
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Ejemplo 3 Determine el intervalo mas grande (o unidn de intervalos) en el que la

funcion siguiente es continua:

V25 — x2

[ ==

Solucion  Primero se determina el dominio de /. la funcién esta definida en todo numero
excepto cuando x=3 o cuando 25—x2 < 0 (esto es, cuando x >5 o x <—5). Por tanto, el dominio de
fes[-5,3) U (3,5]. Como

lim f(x) =0 y lim f(x) =0
x—>=5 x—5

=/ (-5) = f(5)

fes continua por la derecha en —5 y es continua por la izquierda en 5. Ademas, f'es continua
en los intervalos semiabiertos (—5,3) y (3,5). En consecuencia, fes continua en [—5,3) U (3,5]. <

Teorema del valor intermedio

Si la funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y si f (a) # f (D),
entonces para cada valor k entre f (a) y f(b) existe un nimero c entre a y b tal

que f(c)=k.

La demostracion del teorema del valor intermedio esta mas alla de los objetivos de este
libro y puede encontrase en un texto de Calculo avanzando.

En términos geométricos, el teorema del valor intermedio establece que la grafica de una
funcion continua en un intervalo cerrado debe intersectar a cada recta y = k entre las rectas y =f'(a)
y vy =f(b) al menos una vez. Observe la figura 2, donde (0, k) es cualquier punto sobre el eje y
entre los puntos (0, f(a)) y (0, f(b)); la recta y = k intersecta la grafica de f en el punto (c, k), donde
cestaentreay b.

Para algunos valores de &, puede tenerse mas de un valor posible para c. El teorema
establece que existe al menos un valor de ¢ pero tal valor no es necesariamente Unico. La figura 3
muestra tres valores posibles para ¢ (cq, ¢, ¥ c3) para una k particular.

El teorema del valor intermedio afirma que si la funcidn f'es continua en el intervalo cerrado
[a, b], entonces f (x) toma todos los valores entre f(a) y f(b) conforme x toma los valores entre a
y b. Los dos ejemplos ilustrativos siguientes muestran la importancia de la continuidad de fen [a,
b] para poder garantizar esta afirmacion.
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y = f(x)

FIGURA 2

Ejemplo ilustrativo 3

Considere la funcién f'definida por
x—1, si 0<x<2
f(x)—{ x? si 2< x<3

)

La grafica de esta funcion se representa en la figura 4.

x—1, si 0<x<2
f(x)_{ X2, si 2< x<3

Figura 4
La funcion f'es discontinua en 2, el cual esta en el intervalo cerrado [0, 3]; /(0)=—1y f(3)

=9. Si k es cualquier numero entre 1 y 4, entonces no hay ningtn valor de c tal que f(c) = k£ porque

no existen valores de la funcion entre 1 y 4.
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Ejemplo Ilustrativo 4 Sea g la funcién definida por
2
gx) = 4

La figura 5 muestra la grafica de esta funcion.

La funcion g es discontinua en 4, el cual pertenece al intervalo cerrado [2, 5];
g(2)=—-1yg(5) =2.8Sikes cualquier numero entre —1 y 2, no hay ningin valor
de c entre2 y 5, tal que g(c) = k. En particular, si k=1, entonces g (6) = 1, pero 6 no pertenece

al intervalo (2,5).
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¥
Dada la funcion f definida por

Ejemplo 4
2<x<5

f(x) = 4+ 3x —x?
(a)Verifique que el teorema del valor intermedio se cumpla para k = 1 trazando la grafica
de f y larecta y =1 estime, con cuatro cifras decimales, el nimero ¢ del intervalo (2, 5), tal

que f(c) = 1. (b) Confirme la estimacion del inciso (a) analiticamente. (¢) Dibuje la grafica

de f'en el intervalo [2, 5] y muestre el punto (c, 1).

Solucion
La figura 6 muestra la grafica de f y larecta y =1 trazadas en el rectangulo de inspeccion

(a) Como f'es una funcidn polinomial, es continua en todo nimero, en particular en [2, 5].
de [2, 5] por [—10, 10]. En la graficadora, se estima ¢ = 3.7913.

(b) Se resuelve la ecuacion cuadratica

44+3c—-c*=1

c?—-3c—-3=0
3+v9+12
c=—"7"+——
2

3++v21
c=—F7—
2

Se rechaza %(3 - V21) porque este numero es negativo y no pertenece al intervalo (2,5)

El numero % (3 — \/21) esta en el intervalo (2,5), y

<3+\/ﬁ>
T )=1

2
~ 3.7913, se confirma la estimacion.

Como (3+;/ﬁ

(¢) la grafica requerida se muestra en la figura 7.
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nsn-k@g
El teorema siguiente es una consecuencia directa, un corolario, del teorema del valor
intermedio. :
.

(3 3 ++21),1)

/J
—o—.—o—#—&t—j +

[2, 5] por [-10, 10]

f(x) =4+ 3x —x* fx) =4+43x—x?% x €[2,5]
y=1
Figura 6 Figura 7

1.9.3 Teorema del cero intermedio
Si la funcidn f'es continua en el intervalo cerrado [a, b] y si f(a) y f (D) tienen
signos opuestos, entonces existe un numero c entre a y b, tal que f(c) = 0; es decir,
c es un cero de f.

> Ejemplo 5 (a) Aplique el teorema del cero intermedio para mostrar que la funcion

definida por

fx) =2x3—2x?>—4x+1
Tiene tres ceros entre —2 y 2. (b) Estime en una graficadora estos ceros con dos cifras
decimales.

Solucion
(a) Se calculan los valores de f'(x) para los valores enteros de -2 a 2 y se forma la tabla 1.
Como f(-2) y (- 1) tienen signos opuestos, f tiene un cero entre — 2 y —1; también f

tiene un cero entre 0 y 1, y otro entre 1 y 2 por la misma razon.

(b) La grafica de f'trazada en el rectangulo de inspeccién de [-3, 3] por [-5, 5] se muestra
en la figura 8. En la graficadora se estima que los ceros son -1.14, 0.23 y 1.91. <
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Tabla 1
x } -2 -1 0 1 2
f(x)J -15 1 | 3 |

[—3,3] por [-5, 5]
fx) =2x3—2x*>—4x+1

Figura 8

Limite del cociente de dos funciones.

si limg(x) =M, entonces imi2 =L siM#0
x—a x-agd(x) M

Teorema 9 de limites
Silimf(x)=1L y
xX—a

Teorema 10 Limites Limite de la raiz n-ésima de una funcion.
Si n es un numero entero positivo y lim f(x) = L, entonces lim %/f(x) = VL
x—a x—a

Con la restriccion de que, si n es par, L > 0.
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Problemas
En los ejercicios 1 a 4, defina fo g y determine los numeros en los que /o g es continua.

1. (a)f(x) =Vx;g(x) = 16 — x%;
b) f(x) =Vx; g(x) =x% + 4

Solucion.

(a) f(x) = Vx; g(x) = 16 — x? ~(f0g)(x) =V16 — x?
Por el teorema 1.8.5(ii), f o g es continua para g (x) > 0.
Por el teorema 1.8.3, g es continua para todo x y g(x) > 0 para —4 < x <4.
Por lo tanto, por el teorema 1.9.2, f'o g es continua para todo x en (—4, 4).
Porque lim (fog)(x)=0=(fog)(=4) vy Ilm{Ffog)(x)=0=

(f 0g)(4), f o g escontinua en [—4,4].

(b) () =Vxg() =x*+4 ~(fog)(x) =Vx*+4

Por el teorema 1.8.5(ii), f 0 g es continua para g (x) > 0.
Por el teorema 1.8.3, g es continua para todo x y g(x) > 0 para todo x.

Por lo tanto, por el teorema 1.9.2, f'0 g es continua para todo x, es decir, en

(—o0, ).

2. @) f@)=VEgx) =—;
(b) f(x) = —=;g(x) = Vx

X

Solucion.

, 1 1
(a) f(x)=\/§;g(x)=ﬁ ~(fog)x) = i
Por el teorema 1.8.5(ii), f 0 g es continua para g (x) > 0.
Por el teorema 1.8.4, g es continua exceptoen 2y g (2) >0 parax>2.
Por lo tanto, el teorema 1.9.2, fo g es continua en (2, +00).
Porque lir£1+(f 0 g)(x) no existe, f o g es continua solo en (2, +).
X—

(b) F(x) = —;g(x) = Vx ~(fog)(®) ===

-2 4
Por el teorema 1.8.4, f'0 g es continua para g (x) # 2.
Por el teorema 1.8.5(ii), g es continua para x > 0 y g (x)=2 para x=4.
Por lo tanto, el teorema 1.9.2, f'o g es continua para todos los nimeros
positivos excepto 4.
Porque
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xlir(r)1+(f 09)(x)= _71 =(fo0g)(0),f og escontinuaen[0,4) U

(4, +00).

3. (@) fx) =Vx; gx) =Vx+1;
b)) f(x) =Vx+1; glx) = Vx

Solucion.

@ f) =¥ gl)=vx+1 »(fog)x)=¥x+1
Por el teorema 1.8.5 (i), f 0 g es continua para toda g (x).

Por el teorema 1.8.5(ii), g es continua para x > —1.

Por lo tanto, el teorema 1.9.2, fo g es continua en (—1, +00).
Porque lin}+(f 0g)(x)=0=
xX—==

(fog)(—1),f o g escontinua en [—1, +).

(b) FX) =Vx+1; gx) = Vx >(Fog)(x)=Vi¥x+1

Por el teorema 1.8.5(ii), f o g es continua para g (x) > —1.
Por el teorema 1.8.5 (i), g es continua para toda x y g (x).>—1 parax > —1.

Por lo tanto, el teorema 1.9.2, fo g es continua en (—1, +0).
Porque lirri+(f 0g)(x)=0=
x——

(f 0 g)(—1),f o g es continua en [0, +).
4 f00 =222 g0 = xf

Solucion.

>(f o)) =75

F0) =Y g = 1

V4 — x? es continua para x en (=2, 2); /|x| — 1 es continua para x en (—oo, —1)
U (1, +0).
Por el teorema 1.8.2 (iv), f 0 g es continua para x en (—2, —1) U (1, 2).

Porque lim (fog)(x)=0= (fog)(=2)y lim(x) =0= (f 0 g)(2),

f o gescontinuaen [—2, —1) U (1, 2].

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



Smgmgm*  UNIVERSIDAD
: 4¢P TECNOLOGICA
¢ 4 DE PANAMA
En los ejercicios 5 a 10, determine el dominio de la funcion, y después determine para cual de
los intervalos indicados es continua la funcion.

5.f(x) = —;(3,7),[-6,4],(—,0), (=5, +0), [-5, +), [-10,—5).

Solucion.
f(x) = ;—5; el dominio de f'son todos los niimeros reales excepto —5.
fes continua en (3,7), (=5, +),[—10,—5); fes descontinua en [—6,4], (—, 0), [—5, +0).

+3

6. f(r) = :2__4_; (01 4]) (—2, 2)1 (—OO, —2], (2' -|-OO), [_41 4']1 (_21 2]
Solucion.

f(r) = 2—_34 ; el dominio de f'son todos los numeros reales excepto 2 'y —2.

+
f'es continua en (—2,2), (2, +0) y discontinua en (0,4], (—oo0, —2], [—4,4], (—2,2].

7.9(x) =Vx? —9; (—0,—3),(—0,—3],(3,+),[3,+x),(—3,3).

Solucion.
g(x) = Vx? —9;el dominiode ges {x |x2 —9 = 0}=(—00,—3] U [3,+).
g es continua en (—o0, —3), (3, +0); g es discontinua en (—3,3).

Porque lim g(x) = lim VX2 -=9=0=g(-3)y limg(x) = limvVx?-9=0=
x——3" x—>—3" X3+ 3+
g(3), g es solo continua en (—0, —3] y [3, +0).

_t-1]
8. f(t) = 2
Solucién.
f) = %; el dominio de f'son todos los nlimeros reales excepto 1.
fes continuo en (—, 1) y (1, +00); fes discontinua en (—oo, 1], [—1, 1], (=1, +0).

; (—0,1),(=0,1],[—1,1], (=1, +0), (1, +0).

six< -2
; (—0,1),(—2,400),(-2,1),[-2,1),[-2,1].

2x — 3
9.h(x)={x—5 si —2<x<1
3—x sil>x
Solucién.
2x — 3 six <=2
h(x) = {x -5 si —2<x <1 ; eldominio de % son todos los niimeros reales.
sil>x

3—x
xllr_nz_h(x) = xgznz_(Zx -3)=-7; xkglerh(x) = ngny(x -5 =-7=

h(—2) y por lo tanto % es continua —2.
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limh(x) = lim(x —5) = —4 = h(1); lim h(x) = lim (3 —x) = 2 y por lo
x—1~ x—1~ x—-1+ x—-1+

tanto 4 es continua desde la izquierda en 1.

h es continua en (—oo, 1), (—2,1),[—2,1), [—2,1]; & es discontinua en (—2, +0).

10. () = 55— (-1.3),[-1,3],[-1,3),(-1,3]

Solucion.
) :
y p— —
3+2y—-y* B-»1+y)
el dominio de f'son todos los nimeros reales excepto 3 y —1. Como f'es una funcion
racional, f'es continua en su dominio. Por lo tanto, f'es continua en (—1, 3) y f'es
discontinua en [—1, 3], [—1, 3) y (—1, 3).
18. vea el ejemplo 2. 19. vea el ejemplo 3.

17. Vea el ejemplo 1.

20. vea el ejemplo 4.  21. vea el ejemplo 5. 22.vea el ejemplo 6.

En los ejercicios 11 a 14, dibuje la grafica de una funcion f que satisfaga las condiciones

dadas.
11. f'es continua en (—o0, 2] y (2, +00); lin(} f(x)=4; ligl_ f(x) =-3; lil;1+ f(x)
X X x—

+oo; lim f(x) = 0.
x—-5
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Byt
12. f'es continua en (—oo, —2), [—2, 4] y (4, +00); lim5 f(x)=0; lin%_ f(x)=
X—— x——
—oo; lim f(x)=-3; limf(x) =—-1; lim f(x) =2; lim f(x) =
x->-2% x—-0 x-4~ x-4+

5/ 1lim f(x) = 0.
x—6

| 'Y
-
|
A -

RO Pl
b ol
¢

4

Exercise 26

13. f'es continua en (—oo, —3], (—3,3) y [3, +0);

Jim f0=0;  lim f() =4;

lim f(x)=2;
x——5
limf(x) =1; lim f(x) = 0; lim f(x) = —5;
x-0 x—-3~ x—-3t

lim f(x) = 0

C’l
af f
\\f\ ,
4 A aded A; ..l
< -4 =2 L 2 é
}
B
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lim f(x) =3; Jim f(x) = —3;

SSSV$.':'-nm-¥'gg
14. f'es continua en (—o0, 0) y [0, +0); lim4f(x) =0;
x—=
limf(x)=2.
x—4

F xercise 28
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