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CALCULO I MODULO3
MOVIMIENTO RECTILINEO

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  se
s w124 2u-3

Entonces, cuando t = 0,5 = =3; por tanto, la particula estd a 3 m a la iz-
quierda del punto O cuando ¢ = 0. Cuando 1 = |, 5 = 0; de modo que la
particula se encuentra en el punto O en el segundo |, Cuando ¢ = 2,5 = §;
por lo que la particula sc encuentra a Sm a la derecha del punto O a los 2s.
Cuando 1 = 3,5 = 12; de manera que la particula estd ubicada a 12m a
la derechadel punto O a los 3s.

La figura | ilustra las diferentes posiciones de la particula para valo-
res especificos de 1.

t=0 t=1 =2 t=)
B R e +— O ——— -
-5 o0 +5 «10 -5 ’
FIGURA 1

Entre el tempo ¢ = | y t = 3, la particula se mueve desde el punto
donde s = 0 hasta ¢l punto donde s = 12; por lo que en el intervalo de 2
segundos el cambio en la distancia desde O es 12 m. La velocidad promedio
de la particula es la razdn del cambio en la distancia dirigida desde un punto
fijo al cambio en el tiempo. De modo que el nimero de metros por segun-
do de la velocidad promedio de la particula desde r = 1af = 3es ¥ = 6.
Desde t = 0 ar = 2, el cambio en la distancia dirigida desde O hasta
la particula es de 8 m, por lo que el niimeros de metros por segundo de la
\;docidad promedio de la particula, en este intervalo de 2 segundos, e‘s
5 =4,

2.5.1 Definicion de velocidad instantanea

Si f s una funcidn definida por la ecuacién

s = fin

y una particula se desplaza a lo largo de una recta, tal que s es ¢l nié-
mero de unidades de la distancia dirigida de la particula desde un
punto fijo sobre la recta en ¢ unidades de tiempo, entonces la velo-
cidad instantéinea de la particula a las r unidades de tiempo es v uni-
dades de velocidad, donde
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P EJEMPLO 1  Una particula se desplaza a lo largo de una recta
horizontal de acuerdo con la ecuacidn

s=0 =120+ -24 120

Determine los intervalos de tiempo en los que la partfeula se estd moviendo a
la derecha y én los que se mueve hacia la izquierds. También determine el
instante cuando la particula cambia de sentido.

Solucién
ﬂ-%
=38 - 2 + 36
=3P - B+ 12)
= 3 = 21 - 6)

La velocidad instantinea es cero cuando ¢ = 2 y cuando r = 6. Por tan-
to, la particula estd en reposo en estos instantes. La particula se mueve hacia
la derecha cuando v es positiva y se mueve hacia la izquierda cuando v es
negativa. Se determina el signo de v en diferentes intervalos de ¢, y los re-
sultados se muestran en la tabla 1. 4

Tabla 1
r=-12 =6 Conglusidn

0= - - v es positivo. |4 particuls se mueve hacia la
derechs

=3 o - v &3 oo [ punticuls sl on reposo

1erch - - v oes pegativo; i panilcula se mueve hacia la
izquitsdi

=6 ® 1] v &3 cero; |s particuls estd en reposo

. - + v ed podstivo; la panifcula se mueve hacia la
derecha

P EJEMPLO 2 sc lanza una pelota verticalmente hacia arriba
desde el piso con una velocidad inicial de 64 pies/s. Si el sentido positivo de
la distancia desde su punto inicial es hacja arriba, 1 segundos es el tempo
que transcurre desde que la pelota fue lanzada, y 5 pies es la distancia de la
pelota desde el punto inicial a los r segundos, entonces la ecuacién del mo-
vimiento es

s = =161 + 64

(a) Simule el movimiento de la pelota en la graficadora. (b) Estime qué
tan alto llegard la pelota y cufintos segundos le tomard para alcanzar su
punto mds alto. (¢) Confirme analiticamente las estimaciones del inciso
(b). (d) Obtenga la velocidad instantinca de la pelotaen | s y 3 5. (¢) Calcule
la rapidez de la pelotaen | s y 3 5. (f) Calcule la velocidad instanténea cuan-
do llega al piso.



Solucién
(n) Suponga que la pelota se mueve sobre la recta vertical x = 2. Active la

graficadora en modo paramétrico. Sean
M) =2 y yin = -168 + 64t

Para determinar los valores de ¢ de interés, en la ecuacién dada se con-
sideras = Oy se obtiene

-161(t — 4) = 0
t=0 t=4

Por tanto, la pelota estd en el piso a los 0 s y 4 s, lo que indica que
0 < t < 4.Enelrectdngulo de inspeccién de [0, 4] por [-25, 100], sean
tmin = O, tmgx = 4 ¥ tuep = 0.05. Ahora se presiona la tecla [FAAGE] y
después la tecla flecha a la izquierda manteniéndose oprimida hasta que
el cursor esté en t = (). La figura 5 muestra la pantalla de la graficadora
con su nueva apariencia. Presione la tecla flecha a la derecha y observe
que la pelota, representada por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia
abajo a lo largo de la recta vertical x = 2.

(b) Al aproximar ¢l valor de y como 64 y el valor de ¢ como 2 cuando la pe-

(c)

lota estd en su punto mds alto, se estima que la pelota alcanzaré su al-
tura méxima de 64 piealos 2 5.

Para confirmar analfticamente las estimaciones del inciso (b), primero se
calcula v(f), el nimero de pies por segundo de la velocidad instantdnea

de la pelota a los f segundos. Como w(1) = %.
W) = <3 + 64 )

Debido a que la pelota alcanzard su altura mdxima cuando el sentido
del movimiento cambia, esto es, cuando wr) = 0, se sustituye v(f) por
0 en la ecuacion (2) y se obtiene

32U + 64 =0
t=2

De la ecuacién de movimiento cuando ¢ = 2, resulta que 5 = 64, Por
tanto, la pelota alcanza su mdxima altura en el punto a 64 pie del punto
inicial a los 2 s. Estos resultados confirman las estimaciones del in-
ciso (b).

(d) (1) = =32(1) + 64 & w(1) = 32; de modo que al final de | & |a pelo-

(e)
(L0

ta se eleva con una velocidad instantdnea de 32 piefs. w3) = -32(3) +
64 & w(3) = -32: de manera que al final de 3 s la pelota cae con una
velocidad instantdnea de -32 piefs.

| 1) | es el nimero de pies por segundo de la rapidez de la pelota a los
t segundos; asf, [v(1)| =32y |w3)| =32

Se determiné anteriormente que la pelota llegara al piso a los 4 s. Como
wW4) = ~64, su velocidad instanténea cuando alcance el piso serd de
~64 piefs. 4

[0. 4] por [-25, 100}
(0 = 2. y (0 = -1667 + 64

FIGURA §



’ mms Una particula s¢ mueve a lo largo de una recta
horizontal de acuerdo a la ecuacidn

s=32=-¢ 1=z0 n

donde s metros es la distancia dirigida de la particula desde el origen a los ¢
segundos. 5i v metros por segundo cs la velocidad instantinea y a metros
por segundo por segundo es la aceleracidn instantinea a los r segundos, en-
cuentre v ¥ a en términos de 1. Describa la posicidn y movimiento de la par-
ticula en una tabla que incluya los intervalos de tiempo en los que la particula
se mueve a la izquierda, v en los que se mueve a la derecha. los intervalos

en los gue la velocidad es creciente v en los que es decreciente, los interva-
los en los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la posicidn
de la particula con respecto al origen durante estos intervalos de tiempo.
Muestre el comportamients del movimiento mediante una figura andloga a
la figura 2.

Solucidn Comos =32 - Py v = %
v = 6 = 32 8
- i
F\l:tlﬂquea—dr.
a=6- (L]

Ahora se determinardn los valores de ¢ cuando alguna de las cantidades s, v
oaes cero. De (7),

=0 cuoando 1 =0 o =13
De (8),

v =10 cuando r
De (9),

]
=]
=]
I
L]

a =0 cuando = 1

La tabla 3 muestra los valores de s, v y @ cuando f es iguala 0, 1,2y 3.
También se ha indicado el signo de 5, v ¥ a en los intervalos de ¢ sin incluir a
0, 1. 2 ¥ 3. Entonces se puede hacer una conclusion acerca de la posicitn y
del movimiento de la particula para los diferentes valores de 1.
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acuerdo a la ecuacitn de movimienio

4r

|
5= =t 4
2 t+1

donde § metros és |a distancia dirigida de la particula desde el origen a los r
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantdnea y a metros
por segundo por segundo es la aceleracion instantinea de la particula a los
segundos, determing f, 5 ¥ v cuando g = (),

Solucion
1=% ﬂtg
4 8
— |-
ERARTEYT =T

Al considerar a = 0 se tiene

3 _

(r+ 1y E=u
i+ 1)
ir+17 =8

De donde el dnico valor real de r se obtiene de la raiz cibica principal de 8,
demodoquet+ | =2 estoes. f = |.Cuandor = 1,

4

- Lyt 41 - 4
5 2I:II'_I +I+I v 1+{|+1}1
= 25 =12
Conclusién: La aceleracidn es 0 en | s cuando la particula estd a 25 m
del origen y se mueve hacia la derecha a una velocidad de 2 mfs. 4
Problemas

En los ejercicios 1 a 8, una particula se mueve a lo largo de una
recta horizontal de acuerdo a la ecuacidn indicada, donde s me-
tros es la distancia dirigida a partir del origen a los t segundos.
Determine la velocidad instantdnea v(t) metros por segundo a
los t segundos, después calcule vty ) para el valor particular de 1.

Ls=8=-1t5n=735

ﬁ,s-d{j+2!‘—l:f:=%
] S

Ts= 2y =0

&5‘%1‘;};1132



En los ejercicios 25 y 26, una particula se mueve a lo largo de
una recta de acuerdo con la ecuacion indicada, donde s pies es
la distancia dirigida de la particula desde el origen a los 1
segundos, Determine el tiempo en el que la aceleracidn ins-
tantdnea es cero, después determine la distancia dirigida de
la particula desde el origen y la velocidad instantdnea en ese
tiempo.

3

28, s= 103 - 22 4 2%+ 1:120

et | et

1
3

En los ejercicios 27 y 28, una particula se desplaza a lo largo de
una recta de acuerde con la ecuacidn indicada donde a los 1
segundos, s metros es la distancia dirigida de la particula des-
de el origen, v metros por segundo es la velocidad instantd-
nea de la particula y a metros por segundo por segundo es la
aceleracion instantdnea de la particula. Determine v y a en
términos de 1. Elabore una tabla semejante a la tabla 3 que
proporcione una descripcidn de la posicidn y del movimiento de
la particula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en
los que la particula se mueve hacia la derecha y en los que se
desplaza a la izquierda, los intervalos en los que la velocidad
es creciente y en los que es decreciente, los intervalos en los
que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la po-
sicion de la particula con respecto al origen durante estos in-
tervalos de tiempo. Muestre el comportamiento del movimiento
mediante una figura similar a la figura 10.

27. s=03-92 4+ 151 =20



31. En la ecuacién (10), el coeficiente =16 de r* es igual a
1(-32) donde 32 piefs* es la aceleracion debida a la
gravedad de un objeto que se mueve sobre una recta ver-
tical cercano a la superficie de la Tierra, donde la resisten-
cia del aire no se considera. Como la aceleracién debida a
la gravedad de la Luna es -5.5 pie/s?, la ecuacién de mo-
vimiento para un objeto que se desplaza sobre una recta
vertical cercano a la superficic de la Luna es

s = 2752 + vt + 5

Suponga que un astronauta deja caer una piedra desde la
orilla de un risco y la piedra llega al piso en 4 5. Después
un segundo astronauta, en la parte infenior del risco, toma
la piedra y la lanza de regreso al primer astronauta.
(a) ;Cudl es la altura del risco? (b) ;Con qué velocidad
llega la piedra al piso? (¢) ;Con qué velocidad, por lo me-
nos, debe lanzar la piedra el segundo astronauta de modo
que le llegue al primero?

32. En lugar de 1a Lung, suponga que los dos astronautas del
ejercicio 31 realizan lo mismo en Marte, donde la acelera-
cién debida a la gravedad es de —12 piefs®. Escriba la
ecuacién correspondiente al movimiento y responda las
mismas preguntas que en el gjercicio 31, considerando
ahora que la piedra llega al pisoen 3 5.

33. Supongs que un corredor en una carrera de 100 metros
estd a s metros de la linea de meta ¢ segundos después del
inicio de la carrera, donde

s = 100 - %(12 + 33

Determine la rapidez del corredor (a) al inicio de la carrera,
y (b) cuando el corredor cruza la linca de meta




M. 5i se empuja una pelota cn un plano inclinado con una ve-
locidad inicial de 24 piefs, entonces 5 = 24t + 10¢% don-
de 5 pies es la distancia de la pelota desde ¢l punto inicial a
los r segundos, y la direccin positiva se considera hacia
abajo sobre el plano inclinado, (a) jCuil es la velocidad
instantinea de la pelota a los fy segundos? (b) ;Cuinto
tardard la velocidad en llegar a 48 pies/s?

35, Se golpea una bola de billar de modo que se desplaza en
linea recta. Si s centimetros es la distancia de la bola des-
de su posicién inicial a los ! segundos, entonces
5= 100¢* + 100+ Si la bola golpea una banda que se
encuenira a 39 cm de su posicidn inicial, ja qué velocidad
la golpea?

36. Dos particulas, A y B, se mueven hacia la derecha sobre una
recta horizontal. Ellas inician su movimiento en un punto
O, s metros es cada distancia dirigida de cada particula des-
de O a los r segundos, y las ecuaciones de movimiento son

s = 41> + 5 (para la particula A)
s =7t + 3t (parala particula B)

Sit = Oenelinicio, ;para qué valores de ¢ la velocidad de
la particula A excederd la velocidad de la particula B?

Solucionario

! l=3-12; t(t):%%:-'.’t; (5)=~10

a=Ar+ 21 e(r)=§§= 12 +2; v(}) =5

2(441)-2
ﬁ‘—rv(t):%: e b }2:0(0)=%

(A4+1) (44t
e o=
B =Dt +3 %) =16t o2)=-2"1-6(2Y) =-L-F=~1

al

25 s=3"-3C+n+1 o v:tz—3f+2.d=%=2‘-3=0“'h°"‘=’:z!' shH=5 3=
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27. 5 =13 =902 + 151 = t(#*
5, =H9-/
1

81—4-15) = 30— /2)~2.21 and 1, = }(9 + V21) = 6.79.

Z90415) = (1 ~ 4,)(t ~ t,). where the roots of {2 — 9t +15 =0 are

v=D,s =3 180+ 15 = 3(? —6t + 15) = J(t = 1)(t ~5): a =Ds = 61— 18 = 6(t -3}
5 vV a
t=40 0+ - Particle is at the origin and ilismovinglothc.rigbt
The velocity is decreasing. The speed is decreasing.
0<t<l + + - l’aﬂkleisrightoﬁheoriginandit.ismovingt?theright
The velocity is decreasing, The speed is decreasing.
t=1 70 - Particle is 7 m right of the origin and it is changing its du'ecuon ?fmoﬁon
from right to left. The velocity is decreasing. The speed is increasing,
1<1<t, + - - Pmideistighto(tbeoﬁgin.nditismoving'totheleﬂ.
The velocity is decreasing. The speed is increasing.
=1, 0 - - Pa:ﬁcleisutheorlgin.auditismvingmth?leﬂ
The velocity is decreasing. The speed is increasing.
<t<3d - - — Particle is left of the origin, and it is moving to the left
The velocity is increasing. The speed is decreasing.
t=3 - =0 Particle is left of the origin, and it is moving to the left
The velocity is not changing; so the speed is not changing.
3<t<h — = +4  Particle is left of the origin, and it is moving to the lelt
The velocity is increasing. The speed is decreasing.
i=5 =25 0 +  Particle is 25 m left of the origin, and it is changing its direction of motion
from left to right. The velocity is increasing. The speed is decreasing,
i<t<t, — <+ + Particle is left of the origin, and it is moving to the right
The velocity is increasing. The speed is increasing,
=1, 0 + 4+  Particle is at the origin, and it is moving to the right
The velocity is increasing. The speed is increasing.
<t 4+ 4 <+ Particle is right of the origin, and it is moving to the right
The velocity is increasing. The speed is increasing.
"L
‘ .
-
4=
g
-
1 IS5 1 1
<20 ~i0 B B3
__  Exercise 27
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31. On the moon, a = —5.5; T = 4. The stone starts at the origin. s = -2.7523. s(4) = —44; the cliff is 44 ft high.
v = —5.54, v(4) = ~22. The stone hits the ground at 22 ft/sec and 22 ft/sec is the velocity needed to return it,

32. On Mars,a=-12;T=3
b (a) The stone starts at the origin so s, = 0. The equation of motion is & = ~6.
Because s(3) = —54, the cliff is 54 ft high.
(b) () =D = D,(~6¢%) = —12t and v(3) = ~36.
The stone hits the ground at 36 ft/sec and 36 ft/sec is the velocity needed to retuen it.
33. A eprinter is 5 meters from the finish t sec after the start, where s = 100 — 4(¢2 +331). Find his speed (a) ai
the start and (b) at the finish.
b v=—88= 1t +33). (a) o{0) = 3 =8.25. (b) # = 0 when (14 33t —400 =0, t=1, = 4(~33 + /2689) ~ 0.

wt,) = §/2689 = 12.96.
34. s ft is the distance of the ball from the siarting point at £ sec. s = 24t + 10t »(x)=§g=24 420t

(a) v(t,) = 24 + 20t,. Therefore, at t;sec the instantancous vcloci? of the ball is (24 + 20¢, )it fsec.
(b) v(t) = 48 when 24 + 20¢ = 48; 20¢ = 24; t = £. Hence it takes § sce for the velocity to increase to 48 ft/

35. s cm is the distance of the ball from its initial position at | sec. 8 = 100¢% 4 100¢; v(t) = %% = 200¢ + 100
The billiard ball hits the cushion when s = 39 so we have
10063 + 100¢ = 39; 100¢% + 100¢ — 39 = 0; (10t~ 3)(102+ 13) =05 t = fpor t =
We reject the negative value of . Therefore, the billiard ball hits the cushion in {i sec and n(i-‘ﬁ) = 160,
the velocity of the billiard ball is 160cm/sec when it hits the cushion.

36. Two particles, A and B, move to the right along a horizontal line. They start at point 0O, s meters is
directed distance of the particles from O at ¢ seconds, and the equations of motion are

s = 4% 4 5t (for particle A) s=T1?+ 3t (for paticle B)
If t = 0 at the start, for what values of ¢ will the velocity of particle A exceed the velocity of particle BY
b The velocity of A is given by vy =D (42 +5¢) =Bt + 5
The velocity of B is given by vy = D (T +3t) = 14¢ 43
We want to find when vy > vy, or equivalently, when
Bt+5> 14t =3
-6t > -2
1< g

Thus,dnvelocityofAexocedsthcvdocityo(Bwheuost<§.



VARIABLES EN EL TIEMPO RELACIONADAS

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  Una escalera de 25 pie de lon-
gitud estd apoyada contra una pared vertical como se muestra en la figura |. La
base de la escalera se jala horizontalmente alejéndola de la pared a 3 piefs.
Suponga que se desea determinar qué tan rdpido se desliza hacia abajo la par-
te superior de la escalera sobre la pared cuando su base se encuentra a 15 pie
de la pared.

Paso | Primero defina las variables comenzando cbn 1.
r: el nimero de segundos del tiempo que ha transcurrido desde que
la escalera comenz6 a deslizarse hacia abajo sobre la pared.
x: el nimero de pies de la distancia desde la base de la escalera a la
pared a los 1 segundos.
y: el nimero de pies de la distancia desde ¢l piso a la parte superior
de la escalera a los r segundos.
Paso 2 Escriba cualquier hecho numérico acerca de x, y y sus derivadas
con respecto a 1.
Como la base de la escalera es jalada horizontalmente alejandola de

la pared a 3 piefs, % = 3.

Paso 3 Escriba lo que desea determinar.

Se desea determinar % cuando x = 15,

Paso 4 Escriba una ecuacién que relacione ax y y.
Del teorema de Pitdgoras,

yz = 625 - xz (D

Paso 5 Derive los dos miembros de (1) con respecto a t

dy e -
Zyd' = —2x [
dy x dx
e AR .__y_ (2)

FIGURA 1



Paso 6 Sustituya los valores conocidos de x, y y % en la ecuacién anterior

y resuélvala para I

Cuando x = 15,de (1) y = 20. Como %,‘- = 3, se obtiene de (2)
ﬂ] a-15.3
| 0”2
.
T4

El signo menos indica que y decrece conforme f aumenta.
Paso 7 Escriba una conclusién.

Conclusién: La parte superior de la escalera se desliza hacia aba-
jo sobre la pared a la tasa de 2.25 pie/s cuando la base estd a 15 pic

de la pared. <4

Sugerencias para resolver un problema de tasas de
variacion relacionadas

Lea el problema cuidadosamente de modo que lo entienda. Para poder
entenderlo, con frecoencia es dtil inventar un ejemplo especifico
que contemple una situacién semejante en la que todas las cantidades
sean conocidas. Otra ayuda es dibujar una figura, si es factible, como
en el ejemplo ilustrativo 1 y los ejemplo 1, 2 y 4. Después aplique los
siguientes pasos.

1. Defina las variables de la ecuacién que obtendrd. Debido a que
éstas representan ndmeros, las definiciones de las variables deben
indicar este hecho. Por ejemplo, si ¢l tiempo se mide en segundos,
entonces la variable ¢ debe definirse como el ndmero de segun-
dos de tiempo o, equivalentemente, r segundos es el tiempo. Ase-
giirese de definir primero 1, y las otras variables deben indicar su
dependencia de 1. -

2. Escriba los hechos numéricos conocidos acerca de las variables y
de sus derivadas con respecto a 1.

3. Escriba lo que se desea determinar.

4. Escriba una ecuacién que relacione las variables que dependen de 1.
Esa ecuacién serd un modelo matemitico de la situacién.

5. Derive con respecto a ¢ los dos miembros de la ecuacién obtenida
en el paso 4 para relacionar las tasas de variacién de las variables.

6. Sustituya los valores de las cantidades conocidas en la ecuacién del
paso 5, y despeje la cantidad descada.

7. Escriba una conclusién que consista de una o mds oraciones com-

pletas y que responda las preguntas del problema. No olvide que la
conclusién debe contener las unidades correctas de medicién.



’ EJEMPLO 1 Cicrta cantidad de agus fluye 4 una tasa de
2 m*/min hacia el interior de un depdsito cuya forma es la de un cono in-
vertido de 16 m de altura y 4 m de radio. [Qué tan ripido sube el nivel del
agua cuando ésta ha alcanzado 5 m de profundidad?

Solucion  Refiérase a la figura 2.

Payo | Se definen las variables, primero f y después las otras variables en
términos de 1.

r: el nimero de minutos del tiempo que ha transcurrido desde
que ¢l agua comenzd a fluir dentro del tanque,

#: el niimero de metros de ka altura del nivel del agua a los 1 minutos,

r: ¢l nimero de metros del radio de la superficie del agua a Jos 1
minulos.

V: ¢l némero de metros cibicos del volumen de agua en ¢l tangue
a los r minutos, Observe que V., 7 y A, son funciones de 1.

Paso 2 Puesto que el agua fluye dentro del tangue a una tasa de 2 m*/min,

m%:".
Paso 3 &eduuduumim%cuudoh = 3

Paso 4 En cualquier tiempo, ¢l volumen del agua en el tanque puede expre-
sarse como el volumen de un cono, como indica la figura 2.

V= %lrzll 3
Comoseembleciéenlocpm!yl e conoce %.yndem
determinar < 7— Por tanto, se necesita una ecuacion que involucre

a Vy h Asli. primero se expresa r en términos de h observando
que, de los tridngulos semejantes de la figura 2, se tiene

r

4 =
;--'E L] r=—h

P

Si se sustituye este valor de r en (3), se obtiene
- Lo{1,F g
v 3l(‘h) (1] - v “l'h

Paso 5 Al diferenciar los dos miembros de esta ecuacion con respecto a 1,

av

Paso 6 AhonnunﬁmyeZpu?yummlnhxmionm %

E

25x
= 0.4074

i] 53
‘*hai

Al convertir metros a centimetros s¢ tene: 04074 mfmin =
40.74 emjmin.
Paze 7 A continuacidn se escribard la conclusion.

Conclusion: Euﬂﬁwsﬂ:lmunikﬂﬂﬂm
cuando el agus ha alkcanzado uns profundidad de 5 m.



" EJEMPLO 2 Dos mutomdviles, uno va hacia ¢l este & una sa

de 90 kmfh, ¥ el olro hacia el sur a 60 km/'h, se dirigen hacia lo intersec-
cidn de dos carmeteras. [ A qué tasa se estdn aproximando uno al otro en el
instante en gue ¢l primer astomdvil estd a 0.2 km de la interseccitn v el se-
gundo se encucnira a 0.15 km de dicha interseccion?

Solucién  Consulic 1a figura 3, donde el punto P es la interseccidn de las
dok carreleras.

Pawo |

Pazn 2

Pago 3
Paso 4

Paso §

Pazo 6

Pasa 7

i: el ndmero de horas del tempo que ha transcurrido desde gque
los automdéviles empezaron o pproximarse a P,

x el ndmero de kildmetros de la distancia a partir del primer
automidvil a P a las § horas.

y. ¢l mimero de kikimetros de la distancia 2 partir del segundo
automdvil a P a las § horas.

£ el nomero de kildmetros de la distancia entre los dos aulo-
moviles a las § hosas,

Como el primer carro se scerca & P a una tasa de 90 km/h, y x estd
decreciendo conforme { crece, entonces % = =80, De la misma
u-:n.% = =i,
Se desca determinar §:w: =02yy = D15,
Del weorema de Pitdgoras

= x1 & r.l,.l 4y

Al diferenciar los dos miembros de (4) con respecto & [, & obliene

1:% = hg * zr%

dn . _dy
25 ey =
% - _d;_*' i5)

Cuandox = 0.2 yy = ﬂ.lS,d:{-l}lm:tin;.nuqu: = (.25 En(5) se
sustituyen % por —5%0, % por =60, x por 0.2, y por 015 y
z por 0.25 para oblener

dz ] o [02H-90) + (0.15)§-60)
di w23 s

= =]08

Conclusion; Eullhmumnc;uiﬁﬂuhlnmumimm
un0 al otro & una tasa de 108 kmyh. 4



F EJEMPLO 3  Ssuponga que en cierto mercado, x miles de ca-
nastillas de naranjas se surten diariamente cuando p délares es el precio por
canastilla. La ecuacion de oferta es

px —20p - 3x + 105 =0

Si el suministro diario decrece a una tasa de 250 canastillas por dia, ja qué
tasa estd variando el precio cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas?

Solucién Sea 1 dias el tiempo que ha transcurrido desde que el sumi-
nistro diario empez6 a decrecer,
Las variables p y x estdn definidas como funciones de f en el enunciado

del problema.
Debido a que el suministro diario estd decreciendo a una tasa de 250
: dx _ _ 250 de 1
canastillas p:r dia, entonces i = 1000’ esto es, T =3 Se desea
determinar :E cuando x = 5. De la ecuacion de oferta dada, al diferen-

ciar implicitamente con respecto a f se obtiene
dx _  dp _ ,adp _ qdx _
P +Idr md: 3:!: 0
dp _ 3-p  dx

dr x—=20 4

Cuando x = 5, se deduce de la ecuacién de oferta que p = 6. Debido a

que j—f = -%. se tiene de la ecuacién anterior
Ea] - Lﬁ.(,l]
dr | ,_q 5-20\ 4

-L
20

Conclusion: El precio de una canastilla de naranjas estd decreciendo a la
tasa de $0.05 por dia cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas. 4



P EJEMPLO 4  Un avion vuela hacia ¢l oeste con una velocidad
de 500 pie/s a una altura de 4 000 pie y un rayo de luz de un faro de rastreo
ubicado en tierra, incide en la parte inferior del avién. Si la luz se mantiene
sobre el avién, ;qué tan rdpido gira el rayo de luz cuando el avién se en-
cuentra a una distancia horizontal de 2 000 pie al este del faro.

Solucién  Consulte la figura 4, en la que el faro estd en el punto L y en
un instante particular el avién se encuentra en el punto P.

Sea t segundos el tiempo que transcurre desde que la luz del faro in-
cidi6 en el avién.
x: el nimero de pies hacia el este de la distancia horizontal del avién des-

0 ) de el faro a los ¢ segundos.
‘_:\ x pies 1 5

los ¢ segundos.
FIGURA 4
Puesto que %:- = =500, y como se desea determinar

x = 2000, se considera

tan @ = w
X

Al diferenciar los dos miembros de esta ecuacién con respecto a ¢ se obtiene

29 d6 _ _4000 dx
madl'_ 2 dr

Si se sustituye dx por =500 en la ecuacién anterior y al dividir entre

sec? @ se tiene

de _ 2 000 000
dt x? sec? @

Cuandox = 2000, tan @ = 2. Comosec’ @ = 1 + tan? 8, sec? @ = 5. Al
sustituir estos valores en (6) se tiene, cuando x = 2 0,

(6)

d6 _ 2000000
dr ~ 4000 000(5)

L
10

Congclusion; En el instante dado, la medida del dngulo esta creciendo a la
tasa de L rad/s, y ésta es la rapidez con la que estd girando el faro. 4

6: el nimero de radianes del dngulo de elevacién del avion desde el faro a



Problemas

En los ejercicios | a 8, x y y son funciones de la tercera va-
riable t.
i ~gy 2 . dx
l. Si2x + 3y =Ry o = 2, obtenga R
dx

X a _ &
2. Si y " 0y o 5, calcule =

dy

4 SiZsenx + 4cosy =3y — = 3, obtenga & en
Iy | dr dt
{Eﬂ‘ aﬂl

5 Siwa?x+oosly=3y ZE = ke L e
2, 3 7 d dr
{im :H]‘

= 3, obtenga dx cuando

7.SiJx +Jy =5y =

=1,

&S

B. Siy(tanx + 1) =4 y @ - -4, determine dx cuan-
di dt
dox = &

En los problemas de tasas de variacién relacionadas de los
ejercicios siguientes, defina precisamente todas las variables
como cantidades (mimeros v unidades de medicidn). Utilice la
variable | para represeniar el tiempo v defina las otras va-
riables de modo que dependan de 1. Asegiirese de escribir una
conclusion.

9. Un nifio vuela una cometa a una altura de 40 pie, y lo hace
moviéndose horizontalmente a una tasa de 3 piefs. Si la
cuerda estd tensa, ja qué tasa se afloja cuando la longitud
de la cuerda suelta es de 50 pie?



13.

Se deja caer arena en un monticulo de forma cdnica a una

tasa de 10 m*/min. Si la altura del monticulo siempre es
el doble del radio de la base, ;a qué tasa se incrementa la
altura cuando ésta es de 8 m?

16. Un hombre de 6 pic de estatura camina hacia un edificio a
una tasa de 5 piefs, si en el piso se encuentra una limpa-
ra a 50 pie del edificio, ;qué tan ridpido se acorta la som-
bra del hombre proyectada en ¢l edificio cuando él estd a
30 pie de éste?

18,

25,

Una bacteria celular es de forma esférica. Si el radio de la
bacteria crece a una tasa de 0.0] wm (micra) por dia cuando
el radio de ésta es de 1.5 um, ;cudl es la tasa de crecimien-
to del volumen de la bacteria en ese tiempo?

Para la bacteria del ejercicio 18, jcudl es la tasa del drea de
la superficie de la bactena cuando su radio es de 1.5 um?

Se arroja una piedra en un estangue tranguilo, formdn-
dose ondas circulares concéntricas que se dispersan. Si el
radio de la regién afectada crece a una tasa de 16 cm/s,
,a qué tasa crece el drea de la regién afectada cuando su
radio es de 4 cm?



27. Un automévil se desplaza a una tasa de 30 piefs y se

aproxima a un crucero, Cuando el automévil estd a 120 pie
del crucero, un camitn que viaja a una tasa de 40 pie/s
pasa por el crucero, El automdvil y el camidn se encuentran
sobre carreteras que son perpendiculares. ;Qué tan rapido
se separan ¢l automévil y el camidn 2 s después de que el
camino deja el crucero?

3L

La ecuacion de oferta para cierta mercancia es x =
1000 3p? + 20 p. donde cada mes se suministran x
unidades cuando p délares es el precio por unidad. De-
termine la tasa de vanacion de la oferta si el precio actual
es de $20 por unidad y el precio crece a una tasa de $0.50
POr mes.

La medida de uno de los dngulos agudos de un tridngulo
rectdngulo decrece a una tasa de B—;xmd,-‘s, Si la longi-
tud de la hipotenusa es constante y de 40 cm, determine
qué tan ripido varia el drea del tndngulo cuando la me-
dida del dngulo agudo es de énrad.



36. Un depdsito horizontal para agua mide 16 m de longitd y
sus exiremos son trapecios isésceles con una altura de 4 m,
base menor de 4 m y base mayor de 6 m. Se vierte agua en
el depdsito a una tasa de 10 m*/min. ;Qué tan rdpido
sube el nivel del agua cuando ésta ha alcanzado una pro-
fundidad de 2 m?

37. En el ejercicio 36, si ¢l nivel del agua decrece a una tasa
de 25 cm/min cuando el agua tiene una profundidad de
3 m, ja qué tasa sale el agua del depdsito?

40. Una escalera de 30 pie de longitud estd apoyada contra una
pared, de modo que su extremo superior se desliza hacia
abajo a una tasa de 'Iz' pie/s, ;cudl es la tasa de variacion de
la medida del 4ngulo agudo formado por la escalera con el
piso cuando el extremo superior estd a 18 pie sobre el piso?

43, Después de la explosidn de despegue, un transbordador
espacial se eleva verticalmente y un radar, ubicado a
1 000 yd de la rampa de lanzamiento, sigue al transborda=
dor. ;Qué tan rpido gira el radar 10 segundos después de
la explosion de despegue si en ese instante la velocidad
del transbordador es de 100 yd/s encontrindose éste a
500 yd del suelo?




Solucionario

e ———— g w me—

L 2c+3y=8; +sa¥_ 92 = TBeameaz 2, then % = —3.2=-3.
d
3--—10'3-"101!; -107! Bmua-:-z—s,thcn-5=10?%7‘-=—%

4. ll’2.inz+4cosv—3ond3-—3.ﬁud ax(‘r,w)

> We differentiate with respect to { on both sides of the given equation. Because r and y ace functions of f,
must apply the chain rule. Thus

i 2ecos x- T—4smya! 0
Wcletm- =3z= gtandy ﬁandwlveform-

AeosdrE i) =0 20VHE - 1GVI =0 f35i-sf o de-¢
S. dn2:+¢u’y=%2dnrcosa¢+2coay(—mny)al &m?zf—nnz‘,r 0

‘iﬂ‘ f
dy 22 dz _ = - = -1)= —‘ )
= T Lq.z— 1, z-zr,y m Then d( re/d 5—;5( = =—3

>

_ —1/2d 1/24
VEHST=5; PY YL VL 5 Lr llzg +iy ma_y,_ ';l]h-z vIIZT'T 2!'

12
az-xandwhenz-l.y-lﬁ lben% lslﬁ~3=—%.
Hy(tanz+1) = 4and?---4 ﬁnd%—whenz-z

Because the value of y is not given, we solve for y.
y=4(tanz+1)"
Dlﬂelentmin‘ with respect to ¢ on both sides, we obtain

T-—Al(unz+1)"uc z- %5

Welet?!--dmdt-amdm!ve ﬁ"T

-4 = —4(tan v+ 1) P sec? x- “’

4= -43!‘2; af:l

At t sec, let z ft be the horizontal distance from the child to the Kite, z > 0, and let § &t be the length of the
string. Then from the Pythagorean Theorem, 52=40’+:2:255§=2:;%=§.

When S = 50 we have 2500 = 1600 + z°; z° = 900; z = 30. Bcuun%%:ii. we bave%lsem=§%-3=§.
‘Therefore, when the length of the string released is 50 ft, the string is being paid out at the rate of § ft/sec.

At t min, 1« r ft be the radius .nd vl be the volume of the spherical snowball.
% = Lo T dr o 1
f" » T = 41|‘f'3d Becan!e = 81 T 4”" "2'1 Therefore ?—l = '—.a' E—.

1'=3

‘Hence when the movaall is 4t in dmmetcr. the radius is increasing at the rate of /min.



, At t min, let V cubic meters be the volume of the conical pile, let r meters be the radius of the base of the

pile, and let h meters be the height of the pile,
) | = ;i = g
Because r = 1h, V = brr*h = Ir(lh)? = Lxh; %—: %xh’%’l—': % - w—:—;% Because %V‘_ = 10, then

4-10 i s 5 4 rioss $
ﬁlm = - = SQ'-' Thus, when the pile is § m high, the height is increasing at the rate of % m/min.

16. A man 6 ft tall is walking toward a building at the rate of § ft/sec. If there is a light on the ground 50 ft M

p At ¢ sec, let z ft be the distance from the man to the light and = ft the length

the building, how fast is his shadow on the building growing shorter when he is 30 ft from the building?

of his shadow on the building. The figure shows the man at point M, between

point L (the light), and point B (the base of the building). Because the man

is walking at the rate of 5 ft/sec, we are given that dz/dt = 5. Because dz/dt

is the rate of change of the length of the shadow, we want to find dz/dt when

the man is 30 ft from the building, that is, when z = 50 — 30 = 20. By similar L M B
triangles we have

18. At t days, r um is the radius and V um? is the volume of the spherical cell. When

= dr _ 4.3 dV e | = 2 il
r=15$=00L V=g Rl =der RTln:.s 4x(1.5)%(0.01) = 0.097
When the radius of the cell is 1.5 pm, its volume is increasing at the rate of 0.09x = 0.028 pm® per day.

20. A bacterial cell is spherical in shape. If the radius of the cell is increasing at the rate of 0.01 micrometers per|

L3

3L

day when it is 1.5 um, what is the rate of increase of the surfuce area of the cell at that time?
t days after the cell began to grow, let r pm be its radius and S gm? be its surface area.
Because the cell is growing at the rate of 0.01 pm/day, we are given that

dr =0.01
We must find 537 when r = 1.5, The area of a sphere is given by the formula S = 4xr?
: T : dS _ ., dr
Differentiating with respect to t on both sides, we have i= Sarra;
Substituting for r and % we obtain %S‘_ = 8x(1.5)0.01 = 0.12x = 0.377
Thus the surface arca is increasing at the rate of 0.377 um®/day when the radius is 1.5 ym.

z units are supplied per month when p dollars is the price per unit. z = 1000\/3;’4-20;:;
dr  500(6p +20) d dp d 500(120 + 20)3
= . At the present, p =20 and 52 = }. Thus, 45| = =35000 -
dp~ \/3pT+20p 4! 5 ' AT T dtlpea0 = 37207 5 20-20 e

Hence, the supply is increasing at the rate of 875 units per month. i

3. nel;ypounuuismcm;niamh that da/dt = Jor rad/sec. The measures of sides are 40 sin o and 40 cos a.

A em” is the area. A = 3(40 sin a)(40 cos a) = 400 sin 2a. When a = §m, ‘
%:800(«20-%:800 cu}x-%r:BOﬂ-%-#r:%gl.Theuu is increasing at about 34.9 em?/sec.



ises 36 and 37, a horizontal trough is 16 meters long, and its ends are isosceles trapezoids with an altitude
m, a lower base of 4 m, and and upper base of 6 m.
Water is being poured into the trough at the rate of 10 m®/min. How fast is the water level rising when the
water is 2 m deep?
If the water level is decreasing at the rate of 25 cm/min when the water is 3 m deep, at what rate is water
being drawn from the trough?
The figure illustrates one end of the trough. Let y m be the depth of the water, x m the width of the surface
of the water, and V m° its volume, ¢ minutes after water began pouring into the trough
Because water is being poured into the trough at the rate of 10 m®/min, we are given that dV/dt = 10. Since
dy/dt is the rate at which the depth of the water is changing, we want to find dy/dt when y = 2. The water
that is in the trough is in the shape of a prism with altitude 16 m and base a trapezoid. Because the volume
of a prism is the area of the base limes its altitude, and the area of a trapezoid is given by the formula
A= ;(61 + ;) - b, we have

V::%(4+z)'y-16;v=8y(z-s4) (1)
We express z as a function of y. By similar triangles in the figure,

siafof o=feo

Substituting the value for = into Eq. (1), we obtain

d d
R . & = 2
hExuciacSG.wcmMitutz%=lnandy=2.'1‘ben 10=80§‘—'; %:%

Thus, the water level is rising at the rate of é m/min when the water is 2 m deep.

: VRO, . [ | 2 dv _ o -
In Exercise 37, we substitute ¥ = ~Jand y=3. Then &Y =(8.3+ o1) 1) = —22.
Thus, water is being drawn from the trough at the rate of 22m®/min.

If a ladder of length 30 ft that is leaning against a wall has its upper end sliding

down the wall at the rate of ;ﬂ/sec, what is the rate of change of the measure of

the acute angle made by the ladder with the ground when the upper end is 18 ft 30 Y
ahove the ground?

At t sec, let the distance from the bottom of the wall to the bottom of the ladder
be x ft and to the top of the ladder be y ft. Let @ radians be the measure of

the acute angle made by the ladder with the ground at t sec.

il s _1dy do_ 1 dy
Seetheﬁgure.mnﬂ—ﬁ,cooog-wzr,m_mﬁ

When y = 18, z = V307 — 187 = /576 = 24; 5o cos 0 = 34 30 cos 6 = 24. Since 3 = 1, we have
g"- = ,‘1(-%) = —b. Hence, the measure of the acute angle made by the ladder with the ground is
decreasing at the rate of 3‘5 rad/sec at the given instant.

43. At t sec after lift-off the rocket is z yd high and the radar dish makes an angle # with t.hﬁ,mud. After 10
the average velocity is 50 yd/sec 5o its height is 500 yd. r:lﬂOOunO,%:lOOOmc’Oa;

db _ dr/dt 2 100 P 1
At = 1000(tan?8 + 1)  1000((500/1000)F +1] ﬁ The dish revolves al 5y rad/sec.




VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES

3.1.1 Definicion de valor maximo relativo

La funcién f tiene un valor méximo relativo en el nimero c si existe
un intervalo abierto que contiene a ¢, en el que f estd definida, tal que
f(c) = f(x) para toda x en ese intervalo.

Las figuras | y 2 muestran una porcion de la grafica de una funcion que
tiene un valor mdximo relativo en c.

3.1.2 Definicion de valor minimo relativo

La funcién f tiene un valor minimo relativo en ¢l niimero ¢ si existe
un intervalo abierto que contiene a ¢, en el que festd definida, tal que
fle) = fix) para toda x en este intervalo,

Las figuras 3 y 4 muestran una porcién de la gréifica de una funcién que
tiene un valor minimo relativo en c.

Si una funci6n tiene un valor médximo relativo o minimo relativo en ¢,
entonces se dice que la funcién tiene un extremo relativo en c.

El teorema siguiente se¢ utiliza para determinar los nimeros posibles en
los que una funcién tiene un extremo relativo.

3.1.3 Teorema

Si f(x) existe para todos los valores de x en el intervalo abierto (a, b),
y si f tiene un extremo relativo en ¢, donde @ < ¢ < b, y ademds
['(¢c) existe, =ntonces f'(c) = 0.

3.1.4 Definicion de niumero critico

Si ¢ s un pdmero del dominio de la funcidn £, y si f'(c) = 0 0 f'(c)
no existe, entonces ¢ es un niimero critico de /.

L

FIGURA 1

c

FIGURA 4

R

K]

X



» EJEMPLO 2

(a) Determine los nimeros criticos de la funcién definida por
flx) = x*B + 4513

Apoye las respuestas del inciso (a) grificamente en dos formas: (b) trace la
gréfica de f; (c) trace la grifica de NDER( f(x), x).

Solucién
(n} f'(x) — %I]H + %x—zh
= 4+ 1)
= 4x+1D)
3x2/3
Cuando x = -1, f'(x) = 0, y cuando x = 0, f'(x) no existe. Tanto —1
como 0 estin en el dominio de f; por tanto, los nimeros criticos de f
son-] y0.

(b) La figura 10 muestra la grifica de f trazada en el rectiangulo de inspec-
cién de [-5, 5] por [-5, 5]). La gréifica parece tener una rectatangente
horizontal en el punto (-1, —=3) y una recta tangente vertical en el punto
(0, 0). Por tanto, la pendiente de la recta tangente es 0 cuando x = -l y
la recta tangente no tiene pendiente cuando x = 0. Estos hechos apo-
yan las respuestas del inciso (a).

(c¢) La figura 11 presenta la grifica de NDER( f(x), x) trazada en el rectdn-
gulo de inspeccién de [-5, 5] por [-5, 5). Como la grifica de f'(x) inter-
secta al eje x en (-1, 0), f'(-1) = 0. La grifica de f'(x) tiene al eje y
como asintota vertical, lo cual indica que f'(0) no existe. De nuevo,
esto apoya las respuestas del inciso (). 4

{=5. 5] por [-5. 5]

f = x*P + ax'?

FIGURA 10



’ EJEMPLO 3 Determine los nidmeros criticos de la funcién
definida por

g(x) = senxcosx
Solucion Comosen2x = 2senxcosx,

g(x) = Jsen2x
g'(x) = 3(cos 2x)2
= COos 2x

Puesto que g'(x) existe para toda x, los uinicos nimeros criticos son aquellos
para los que g'(x) = 0. Como cos 2x = 0 cuando

2x = ;@ + kn donde k es cualquier nimero entero

asf, los nimeros criticos de g son % + ;km, donde k es cualquier ni-
mero entero. 4

Con frecuencia se trata con funciones definidas en un intervalo dado, y
se desea determinar el valor de funcién mds grande o mds pequeifio en el in-
tervalo. Estos intervalos pueden ser cerrados, abiertos o cerrados en un extre-
mo y abiertos en el otro. El valor mds grande de la funcién en un intervalo
se denomina valor mdximo absoluto, y el valor mas pequefio de la funcién
en el intervalo se llama valor minimo absoluto. A continuacién se dan las
definiciones precisas.

l_sc s] por l_so s]

NDER (x*? + 4x'?, x)

FIGURA 11



3.1.5 Definicion de valor maximo absoluto en un intervalo

La funcién f tiene un valor méximo absoluto en un intervalo si existe
algin nimero ¢ en ¢l intervalo tal que f(c) = f(x) para toda x del inter-
valo, El nimero f(c) es el valor méximo absoluto de f en el intervalo.

3.1.6 Definicion de valor minimo absoluto en un intervalo

La funcién f tiene un valor mfnimo absoluto en un intervalo si
existe algdn ndmero ¢ en el intervalo tal-que f(c) < f(x) para toda x del
intervalo. El ndmero f(c) es el valor minimo absoluto de f en el in-
tervalo.

3.1.7 Teorema del valor extremo

Si la funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f
tiene un valor méximo absoluto y un valor minimo absoluto en [a, b].

El teorema del valor extremo establece que la continuidad de una fun-
cién en un intervalo cerrado es una condicion suficiente para garantizar que la
funcién tiene un valor mdximo absoluto y un valor minimo absoluto en el
intervalo. Sin embargo, no es una condicién necesaria. Por ejemplo, la fun-
cidn cuya grifica se muestra en la figura 18 tiene un valor maximo absoluto
én x = ¢ y un valor minimo absoluto en x = 4, aunque la funcién es dis-
continua en el intervalo abierto (-1, 1).

Un extremo absoluto de una funcién continua en un intervalo cerrado
debe ser un extremo relativo o un valor de funcién en un exttemo del inter-
valo. Debido a que una condicién necesaria para que una funcién tenga un
extremo relativo en un nimero ¢ es que ¢ s¢a un nuimero critico, de modo que
el valor maximo absoluto y el valor minimo absoluto de una funcién f con-
tinua en un intervalo cerrado [a, b] puede determinarse mediante el procedi-
miento siguiente:

1. Determine los valores de la funcién en los nimeros criticos de f
en (a, b).

2. Determine los valores de f(a) y f(b).

3. El mayor de los valores determinados en los pasos 1 y 2 es el
valor méximo absoluto, y ¢l menor de los valores es el valor
mfnimo absoluto.



P EJEMPLO4  Determine los extremos absolutos de fen [-2, 3] si
flx) = x3 - 6x - |
y apoye la respuesta graficamente.

Solucién Como fes continua en [-2, 3], puede aplicarse el teorema del
valor extremo. Para determinar los nimeros criticos de f, primero se calcula

f(x):
f'ix) =3x2 - 6

Debido a que f'(x) existe para todos los nimeros reales, los tinicos nimeros
criticos serdn los valores de x para los que f'(x) = 0. Al igualar f'(x) a cero
y resolver para x se tiene

W2 -6=0
x=:tv"§
x = 1141

De modo que los nimeros criticos de f son aproximadamente +1.4]
y cada uno de estos nimeros estd en el intervalo cerrado [-2, 3]. Los valores
de funcién de los niimeros criticos y de los extremos se muestran en la tabla 1.

Por tanto, el valor mdximo absoluto de f en el intervalo [-2, 3] es 8, el
cual ocurre en el extremo derecho 3, y el valor minimo absoluto de fen el in-
tervalo [-2, 3] es aproximadamente —6.66, el cual ocurre en el nimero cri-
tico 1.41.

La figura 19 muestra la grifica de f trazada en el rectdngulo de inspec-
cion de [-2, 3] por [-10, 10]. Esta grdfica apoya las respuestas dadas. 4

(-2, 3] por [-10, 10]

f(x) = x> - 6x = 1

FIGURE 19



P EJEMPLO 5  Estime grificamente los extremos absolutos de
fen[l, 5] si :

fx) = (x — 2?8
y confirme las respuestas analiticamente.

Solucién  La grifica de ftrazada en el rectangulo de inspeccién de [1, 5]
por [-1, 3] se muestra en la figura 20. De la gréfica, el valor minimo absoluto
es 0 y ocurre en x = 2, El valor mdximo absoluto se tiene en el extremo de-
recho 5, y en la calculadora, se estima que f(5) = 2.08.

Al aplicar el teorema del valor extremo se confirman las respuestas
analiticamente, puesto que fes continua en [1, 5]. Como

2
Ux = 2)!/3

I'x) =

no existe valor de x para el cual f'(x) = 0. Sin embargo, como f*(x) no existe
en 2, se concluye que 2 es un nimero critico de f; de modo que el valor mi-
nimo absoluto ocurre en 2 o0 en un extremo del intervalo. Los valores de fun-
cién de estos niumeros se muestran en la tabla 2.

De la tabla se concluye que el valor minimo asbsoluto de fen [1, 5] es
0 y el valor méximo absoluto es 3/9 = 2.08, lo que confirma las respues-
tas anteriores. 4

(1, 5] por [-1,3) Tabla 2
fo) = x - 2P « 2 3
Jfix) | 0o Y9

FIGURA 20 '




3.1.8 Teorema

@ Si }i_l.l}_f(x) existe y es positivo, entonces existe un intervalo

abierto que contiene a ¢ tal que f(x) > 0 para toda x # ¢ del
intervalo,

(i) Si }l_t.ll_f(x) existe y es negativo, entonces existe un intervalo

abierto que contiene a ¢ tal que f(x) < 0 para toda x # ¢ del
intervalo.

Problemas

En los ejercicios 9 a 14, (a) determine los niimeros criticos de la
funcidn f analiticamente. Apoye las respuestas del inciso (a) en
dos formas: (b) trace la grdfica de f; (c) trace la grdfica de
NDER ( f(x), x).

9. flx) = x* + 11x? + 34x? + 15x = 2
10, f(x) = x* + 4x* - 2x% - 12x

1. f() = (12 - 43

12. fiw) = (W - 3w? + 4)'B

2
13, fix) = X+ 4
xX=-2

2
4. f(x) = %ﬁ_

En los ejercicios 15 a 18, determine los niimeros criticos de la
funcidn.

15. f(x) = sen2xcos 2x

16. f(x) = sen2x + cos 2x

17. F(x) = sec’ 3x

18. G{x) = tan’4x

En los ejercicios 19 a 38, (a) dibuje la grdfica de la funcidn en
el intervalo indicado; (b) determine los extremos absolutos de
la funcidn en el intervalo, si existe alguno, y determine los va-
lores de x en los que ocurren los extremos absolutos.



19. fix) = 4 - 3x; (-1, 2]
20. f(x) = x2 = 2x + 4;(~ 00, +0)

21. glx) = l:{-2,31
X

4. G(x) = -3senx; [0, 2 1)

25. f(x) = y3 + x;[-3, +o0)
26. f(x) = v4 - x?;(-2,2)
27. hix) =

F- |
12,5
_*__7(1—3} {2, 5)

29. Fix) = |x - 4| + 1; (0,6)

2 .

B fwW=1%-35 S*¥*30n5
2 gix =35

3. F(x) = Ulx) - Uix - 1)donde

Ux) = {‘;‘ six<0.0.9p

si0d=1x

En los ejercicios 53 a 56, (a) dibuje la grdfica de la funcién en
el intervalo indicado. (b) Determine los extremos absolutos de
la funcién en el intervalo.

REL si-3=x=<2
53. fi=) = {4—1 si2~:x53'[3’31

_ 4 -(x+ 5% si-6<x<-4,
sﬁ# G - I_E'I{]
=2 {12—(x+]}2 i-4<zs0 L o0



Solucionario

, 9-14, (a) Caleculate the critical numbers. Check by pk;gh b) £; and (c) NDE
)= £+ 1155+ 3ot + 152 2. [/(z) = 42 4 3357 4 682 4 15 = fz)fs)::: ﬂ)(: I ;‘)(-ﬂ‘)' *

) =0 when x = ~5, r = -}, and = = —3. Thus -5, -4, =3 are the eritical numbers of f.

10. f(z)=2* +42% —22% < 122; f'(z) =427 + 1287 — 4z - 12 =4[F (= 4 3) - (z + ) = Az - 1)z + 1)z +3)
J'(z) =0 when z = 1, z = —1, and z = —3. Thus 1, ~1, ~3 are the critical numbers of f.

1. f(1) = (8 = )73, P(t) = ¥* = 97 /%20). £'(~2) and £'(2) do not exist and ~2 and 2 are in the domain
1; (1) = 0 when t = 0. Thus ~2, 2, 0 are the critical numbers of f.

12. f(w) = (v’ =3 +4)'
» The domain of f is (~00, +20). Plots of f and NDER(f) are shown below

F1w) = §w® = 3w® + 4) 7 (3u? - 6w)
- e —2)
(WP =32 4 AP

4
]
2

o5 w-2)
[(w+ l)(lr-!)"i”s

o+ T

A

=2

L
-4

=

-1
-2
-3
-

)
-
-

The factored form of the denominator w* —3u® +4 was found by trial and error using synthetic divisk
Because f'(w) is not defined at —1 and at 2, both ~1 and 2 are critical numbers of f. Because f'(0) =0,
0 is also a critical number of J.

18, f(z)= '72‘:"2“ Pz) =222 ‘(’:)_‘;)‘: ¥ . ’(:_4; —4 ' s defined when [ is defined and f'(z) = 0 wh

:ﬁ—u-z-t:o;::uzﬁ, Kmeetheaiﬁc:l’numbusd!m2+2ﬁm62-\/i
. f(x) =2 L2225, /'(z)=(z”2x"(:)_‘l‘), 2l ="(:}'l'7. £" is defined when £ is defined
£(z) =0 when £* — 22— 7 =0; = = 1 £2/2. Henee the eritical numbers of f are 1+2y/2 and 1-/2.

In Exercises 15-18, find the critical numbers of the function.
15. f(z)=sin 2z cos 2z = y sin 4z; f(z) =2cos 4= £'(2) = 0 when 4z = §(2k + 1)x, where £ is any integer.
® The critical numbers of [ are all oumbers {2k + 1)x, where & is any integer.

16. f(z) =sin 2z +cos 2=
» The domain of f is (—o0,+00). We have
J(z)=2cos 2z —23in 2z
Thus, f'(x) is defined for all z. If f'(z) =0, we have
2¢os2zr—2sin2r=0; sin2r=cos2z
Dividing on both sides by cos 2z, we obtain
tan 2z = |
Thus, h-iw+nnz=l-v+§nr

w Each number of the form = + jn, where n s an integer, is & critical number.

17, F(x) = sec?3z; F/(z) = 2 sec 3= - sec 32 tan 32(3) = 6 wec’32 tan 3z, ['(x) does not exist when 32 = 2k 4
where k is any integer, but these values of z are not in the domain of f; f'(z) = 0 when 3z = kr, where
any integer. Thus the critical numbers of f are all numbers v, where k is any integer.

18. G(z) = tan’4z; G'(2) = § tan 4z sec 4z, G'(z) does not exist when 4z = §(2k 4 1)« where k is any integer,
these values of z are not in the domain of G; G'(z) = 0 when 4r = k, k is any integer,
® The eritical numbers of G are all numbers ter, where k is any integer.

InEn:d-ulD-SO.(u)ﬁmhtbgaphd&ehmummmdl.(b)l.ouuanycxmnonchein
19, f(z)=4=32; 1= (=12} f(z) =3
J'(z) is never 0, so f has no relative extrema.
J(2) = =2 is an absolute minimum on I
There is no absolute maximum on I because
’&1!(:)-.:7!’1:& flz}<Tonl




2) = 22— 22+ 4; I = (—20,+0¢)

2) The graph of the function is given at the right.
) fz)=2e-2=2(r—1). f(1)=0andDisin L
1 is the critical number of f in L.

1(2) = lim_f(z) =-+oc it
50 [ has no absolute maximum on L \;:
1) =38 is an absolute minimum on L.

Hence ¢ has neither an absolute maximum value = I B R S
oz an absolute minimum value on L

5(z)= -3 sin z: 1=[0,3x) [
{s Thegnphd’tbefmlmumulhengh. 3r
)f’(:):-Scos: f'(;r) 0 and 3 Frisinl 2
.ore,-«uthemucdnnmb«o(Gml 1t

¥ )--Sdno [iH !(1:)-—3&::,«—-3 . " X

Glr)=-3sinr=-3/2a-212

-—a
: almolntemmxmnmvahnoffoaIn-3:nd[(§:)=-3.
alnululemaximumnlued!mlisﬂud[(ﬂ):ﬂ. S |

fiz)= /3 +z,1=|-3,+c); fiiz)=
. -4) 0and f(z) >0on L ;5""
Thus the absolute minimum value of 7 on Tis 0.
use lim f(r) = 400, there is no absolute maximum value of fon L

Jiz) = Va-2%51=(-2,2)

() = Y4 — 22 /3 (—22) =
'mlycnhcalnmnberolfm‘l;o.Bm
fiz)<2on1and f(0) =2, then the absolnte maximum

waluc of f on [ is 2. There is no absolute minimum valud 5 = T3
"‘fonlbcewxlm;[(:) =0but f(z}) >0onl -1
2

-2

27. h(z) = —4—51_1251-:.'(:)--—%),
3m|nland mh(z)—ml‘hudmhhanoabsduwmmmumnlueonL

h’(:)hmverOwthunmmmmdmbuvdL
#{(2) = 4 and A(5) = 1, so the absolute minimum valueof honlis 1.




29. F(z) =lz=4|+1,1=(0,6); i‘(t)zﬁzv(t—‘). 244

F'(4) does not exist and 4 is in I;

F'(x) is never 0, so 4 in the critical number.

F(0) =5, F(4) =1, F(6) =3

F has an absolute minimum value of 1 on 1 and F(4) = 1.
lun F(z)=5but F(z) <5 forall zin 1.

'lenu F has no abeolute maximum value on 1.

- as s al « / BEFSSSERON |

3.1 MAD

2 ifx#5
Tl mI=B
' hm_f(:) —oc, there is

Mtemmmumnlneo(!oul
. ;bmlutemmmumvalnecl!onlszaad]({b) 2.

b
T
L]

T

b
=TT

VTV B PREVLE ST BIGLE VM SI% LIVUTAE TR e W) ASELA SIS S AR VR WA VE WEASN Vel BT

_{m M-352S2 1 1 31 o) = 1.::5(—3,0):.:(2.3)

A-z if2<z<3’ f0<czr<3 y
(z) = ll%a,l:l-?’ lhn J(2)= llm (4-:)-3 ;’
!heonunmoul.[huuohdu-mnlundudmluu 2r

m value on |, Because f'{(0) and f'(2) do not exist and ['(z) is never 0, F »

and 2 are the critical numbers of f. v T I T

~3)=|3|=3, f(0)=|0|=0, f(2)=I21=2 f(3)=4-3=1 -
absolute minimum value is 0; the absolute maximum value is 3. 3:
[T H-1S282 , ;5o J2 -1<2<2 & §

4-(245)7} U-6<=2<—
R2-(z417 U-4<z<0
=2z +8) H-6<z<—A

® GleE) =19z +1) if-4<z<0

Because G'(=5) = 0 and G'(~1) =0, then ~5 and —1 are critical numbers of G.

Furthermore,

G (—4)=lim G’(:)- -2(: +5)=-2
and pr g g s F
G (=) = lim | c'(:)anm -2z +1)=6
Therefore, G'(=4) is not Mn.d ud 30 —4 is a critical number of G. We evaluate G at ecach endpoint

[=6,0] and at each critical number of G.

G(~86) = 3 G(=5) = 4 G(~4) =3 G(=1) = 12 G(0) = 11
The sbeolute maximum value of G on 1 is 12 which occurs at ~1, and the absolute minimum value of G
is 3 which occurs at hoth =6 and ~4. The graph is shown at the right.

56. G(e) ={ ; 1=[-6,0]




APLICACIONES QU EINVOLUCRAN UN EXTREMO ABSOLUTO EN
UN INTERVALO CERRADO

P EJEMPLOT Los puntos A y B estén en las orillas de un rio
recto de 3 km de ancho y son opuestos uno del otro. El punto C estd en la
misma orilla que B pero a k kilémetros de B rio abajo. Una compaiifa telefé-
nica desea tender un cable de A a C donde el costo por kilémetro de cable en
tierra es de $10 000 y el de cable subacudtico es de $12 500. Sea P un punto
en la misma orilla que B y C de modo que el cable se tienda de A a P y luego
a C. Consulte la figura 3. (a) Si x kilémetros es la distancia de B a P, obtenga
una ecuacién que defina a C{x) si C{x) ddlares es el costo total del cable ten-
dido y establezca el dominio de C. (b) Si k = 2, estime en la graficadora el
valor de x para el cual el costo del cable tendido sea el menor costo posible.
Después confirme la estimacién anallticamente.

Solucion
(a) Ladistancia de P a Ces (k - x) kilémetros, y, del teorema de Pitdgoras,
la distanciade A a Pes 32 + x? kilémetros. Por tanto,

Cx) = 125009 + x2 + 10000(k - x) (1)

El dominio de C es [0, k).




(b) Con k = 2 en la ecuacion (1), se tiene
Clx) = 12500v9 + x2 + 100002 - x) (2)

con x € [0, 2]. La grifica de esta ecvacién trazada en el rectingulo
de inspeccién de [0, 2] por [0, 60 000] se muestra en la figura 4, la cual
indica que el valor minimo absoluto de C en [0, 2] ocurre en el extremo
derecho. Al utilizar la tecla [TRACE] (rastreo) de la graficadora, se obtiene
C(2) = 45 069. Por tanto, se estima que el costo del cable tendido es
minimo cuando x = 2y el costo minimo es de $45 069.

[0, 2] por (0. 60 000)

Ahora se confirmaré analiticamente esta estimacién. Como C es con-
tinua en [0, 2], se aplica el teorema del valor extremo; por lo que C tiene Clx) = 1250079 + x? +10000(2-1x)
un valor méximo absoluto y un valor minimo absoluto en [0, 2]. Se de-

sea determinar el valor minimo absoluto. De la ecuacién (2), EERmAS

v 12800k _
C(X)— ﬁ |0000

C'(x) existe para todos los valores de x. Al igualar C'(x) a cero y resolver
para x se tiene

12 500x

PSSR | =0
X e e
12 500x — 100009 + x2 =0
Sx = 449 + x? (k)]
25x% = 1609 + x?)
%2 =169
x2 =16
X:=2d

El nimero -4 es una raiz extrafa de la ecuacién (3), y 4 no estd en
el intervalo [0, 2], lo cual indica que no existen niimeros criticos de C
en [0, 2]. Por tanto, el valor minimo absoluto de C en [0, 2] debe ocu-
rrir en algin extremo del intervalo. Si se calcula C(0) y C(2), se obtiene

C0) = 57500 y C(2) = 45069

De modo que el valor mfnimo absoluto de C en [0, 2] es 45 069 cuan-
do x = 2, lo cual confirma lo estimado anteriormente.

Conclusién: El costo del cable es minimo cuando éste se tiende direc-
tamente de A a C bajo el agua. 4



—

> EJEMPLO 2 Haga el inciso (b) del ejemplo 1 considerando
ahora que k = 10.

Solucion Conk = 10en la ecuacién (1), se tiene

C(x) = 125004/9 + x2 + 10000(10 - x) (4)

para x € [0, 10). La figura 5 muestra la grifica de esta ecuacion trazada en
el rectingulo de inspeccién de [0, 10] por [ 120 000, 140 000]. Las coordena-
das del punto més bajo de la curva son, ai:mxinmdamntc. (4, 122 500). Por
tanto, se estima que el costo del cable tendido, en este caso, es minimo cuan-
dox = 4y el costo minimo es de $122 500.

T WL A 3+ + . SR +

[0, 10 por [120 000, 140 000)
Clx)= 1250049 + x2 + 10000 (10 - x)

FIGURA 5

Esta estimacion se confirma analiticamente en la misma forma en que
se hizo en el ejemplo 1. De la ecuacidn (4), la expresidn para C'(x) es igual a
la que se obtuvo de la ecuacién (2). Por tanto, otra vez se obtiene x = +4
cuando C'(x) se iguala a cero y se resuelve para x. Como 4 estd en el inter-
valo cerrado [0, 10], ahora 4 es un mimero critico de C. Si se calculan C(0),
C(4) y C(10) se obtiene

C(0) = 137500 C(4) = 122 500 C(10) = 130 504

En consecuencia, el valor minimo absoluto de C en [0, 10] es 122 500 cuando
x = 4, lo cual confirma lo estimado anteriormente.

Conclusién: En este caso, el costo del cable es minimo cuando se tiende
de A a P el cual debe estar a 4 km de B. 4

Para la funcién C definida por la ecuacion (1) con x € [0, k], se mostrd
en el ejemplo 1 que cuando k = 2, el valor minimo absoluto de C ocurre en
el extremo derecho del intervalo [0, 2] mientras que en el ejemplo 2, cuando
k = 10, se mostré que el valor minimo absoluto de C ocurre en el interva-
lo abierto (0, 10). En el ejercicio 36 se le pedird que determine los valores de
k para los que el valor minimo absoluto de € ocurrird en un nimero del in-
tervalo abierto (0, k).



’ EJEMPLO 3 Un terreno rectangular se encuentra en la orilla
de un rio y se desea delimitar de modo que no se utilice cerca a lo largo de la
orilla. Si el material para la cerca de los lados cuesta $12 por pie colocado y
$18 por pie colocado para al lado paralelo al rio, determine las dimesiones
del terreno de mayor drea posible que pueda limitarse con $5 400 de cerca.
Apoye grificamente a la respuesta.

Solucién Sean x pies la longitud de los lados del terreno no paralelos al
rio, y pies la longitud del lado paralelo al rio y A pies cuadrados el drea del
terreno. Refiérase a la figura 6. En consecuencia,

A = xy (5]

Como el costo del material para cada lado no paralelo al rio es de $12 por
pie colocado y la longitud de estos lados es x pies, entonces el costo total de
la cerca para cada uno de estos lados es 12x délares. De manera similar, el
costo de la cerca del tercer lado es 18y délares. Por tanto,

12x + 12x + 18y = 5400 (6)

A fin de expresar A en términos de s6lo una variable, se resuelve (6) para y
en términos de x y se sustituye este valor en (5), obteniéndose A como una
funcién de x. Asi

A(x) = x(300 = %x) Y

De (6), siy = 0, x = 225, ysix = 0, v = 300. Puesto que x y y no de-
ben ser negativos, el valor de x que hard de A un mdximo absoluto, debe estar
en el intervalo cerrado [0, 225]. Como A es continua en el intervalo [0, 225],

FIGURA 6



por el teorema del valor extremo, A tiene valor mdximo absoluto en el inter-
valo. De (7), se tiene

]
2
[
™
.
[ &)

Alx)
A'(x) = 300 - %x

Como A'(x) existe para todo x, los niimeros criticos de A se determinan al
considerar A'(x) = 0, de lo que se obtiene

x= 1125

El tinico ndmero critico de A es 112.5, el cual se encuentra en el inter-
valo cerrado [0, 225]. Por lo que el valor mdximo absoluto de A debe ocurrir
en(, 112.5 0 225, Debido a que A(0) = 0, A(225) = Oy A(112.5) = 16875,
el valor maximo absoluto de A en [0, 225) es 16 875, el cual ocurre cuan-
dox = 1125yy = 150 (obtenido de (6) al sustituir 112.5 por x).

Con el fin de apoyar grificamente la respuesta, se traza la grifica de la
funcién A definida por la ecuacién (7) en el rectdngulo de inspeccién de
[0, 225] por [0, 20 000], como se muestra en la figura 7. Se determina que el
punto més alto de la grifica es (112.5, 16 875), lo cual confirma la respuesta.

Conclusién:  El terreno de mayor drea posible que se puede encerrar con
$5 400 de cerca tiene un drea de 16 875 pie?, obtenido cuando la longitud del
lado paralelo al rfo mide 150 pie y la longitud de cada lado no paralelo al rio
es de 112.5 pie. 4

[0, 225] por (0, 20 000]

A(x) = x(300 - %:)

FIGURA 7



F EJEMPLO 4 En el ejemplo 6 de la seccién 1.3, se tuvo la si-
tuacién siguiente: En una comunidad de 8 000 personas, la tasa a la cual se
difunde un rumor es conjuntamente proporcional al nimero de persona que
han escuchado el rumor y al nimero de personas que no lo han escuchado.
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste se difunde a una tasa de
200 personas por hora. Determine analiticamente cudntas personas han escu-
chado el rumor cuando éste se difunde a la mayor tasa posible.

Solucién En la seccién 1.3 se obtuvo el modelo matemdtico

flx) = 55(8000x - x*)

donde f(x) personas por hora es la tasa a la que se difunde el rumor cuando
x personas lo han escuchado. Puesto que la comunidad tiene una poblacidn de
8 000, x estd en el intervalo cerrado [0, 8 000]. A fin de aplicar el concepto
de continuidad, se considerard que x es cualquier niimero real de este inter-
valo. Como f(x) es un polinomio, entonces f es continua en [0, 8 000], por
lo que puede aplicarse el teorema del valor extremo. Al calcular f'(x) se tiene

flx) = %{ﬁﬂﬂﬂ - 2x)
El dnico nimero critico de f se tiene cuando f'(x) = 0,yesx = 4 000. Como
fI0) =0 f(4000) = 20050.1  fABO000) = 0O |

¢l valor méximo absoluto de f ocurre cuando x = 4 000. Este valor de x es
acorde con el que se obtuvo grificamente en la seccién 1.3.

Conclusién; El rumor se difunde a la mayor tasa posible cuando 4 000
personas, la mitad de la poblacién, han escuchado el rumor. 4



P EJEMPLO 5  Enclciemplo 4 de la seccién 2.2 se tuvo la situa-
cién siguiente: En la planeacion de una cafeteria, la ganancia diaria se estimé
en $16 por lugar si la capacidad es de 40 a 80 lugares. Sin embargo, si la ca-
pacidad es mayor que 80 lugares, la ganancia diaria por lugar disminuira en
$0.08 veces el mimero de lugares que exceden a 80. ;Cuil debe ser la capa-
cidad de la cafeteria de modo que se obtenga la méxima ganancia diaria?

Solucién En la seccién 2.2 se obtuvo el modelo matematico

_ | l6x sid40 = x = 80
Plx) = 2 .
22.40x - 0.08x si B0 < x = 280

donde P(x) délares es la ganancia diaria de la cafeterfa cuando su capacidad
es de x lugares. Ademds, en la seccién 2.2, se consideré que x toma todos los
valores reales de su dominio [40, 280] y se mostré que P es continua en ese
intervalo cerrado y que no es diferenciable en 80.

De la continuidad de P en [40, 280], el teorema del valor extremo garan-
tiza que P tiene un valor mdximo absoluto en ese intervalo. Como P'(80) no
existe, 80 es un nimero critico de P. Para determinar cualquier otro nime-
ro critico de P, se calcula P{x):

_ 16 si 40 < x < B0
P = 1240 - 0.16x si 80 < x < 280
P'(x) = 0cuando
2240 - 016 = 0
x = 140

Por lo que 140 es un niimero critico de P. Enseguida se calcula P(x) en los
extremos del intervalo [40, 280] y en los niimeros criticos de P:

P(40) = 640 P(8BD) = 1280 P(140) = 1568 P(280) = O
Por tanto, el valor maximo absoluto de P es | 568 y ocurre cuando x = 140.

Conclusién: La capacidad de la cafeteria debe ser de 140 lugares, lo
que proporcionar una ganancia diaria de $1 568. 4



’ EJEMPLO 6 (a) En la graficadora, estime las dimensiones
del cilindro circular recto de mayor volumen que pueda inscribirse en un
cono circular recto cuyo radio mide 5 cm y su altura es de 12 cm. (b) Confir-
me analiticamente las estimaciones del inciso (a)-

Solucién

(a) Sean r centimetros la longitud del radio del cilindro, & centimetros su
altura y V centimetros ciibicos su volumen.

La figura 8 muestra el cilindro inscrito en el cono, mientras que la
figura 9 presenta una seccién plana que contiene al eje del cono.

Sir = 0y h = 12, se tiene un cilindro degenerado, el cual es el eje
del cono. Sir = Sy h = 0, también se tiene un cilindro degenerado, el
cual es la base del cono. El nimero r estd en el intervalo cerrado [0, 5], y
el nimero h pertenece al intervalo cerrado [0, 12].

La formula siguiente expresa V en términos de ry h:

V= xarlh (8)

(12-h)cm

12 em

[0. 5] por [0, 150]

Vix) = !523(513 -r)

FIGURA 10



A fin de expresar V en términos de s6lo una variable se necesita otra
ecuacidn que contenga a r y A. De los tridngulos semejantes de la figura

0, se liene
12-h _ 12
r 5
ph= 80 -12r (9)

5

Si se sustituye de (9) en la férmula (8), se obtiene V como una funcién de
r, lo que se escribe como

Vinp = m(5r = r?) r € [0, 5] (10)

La figura 10 muestra la grafica de V trazada en el rectdngulo de inspec-
cién de [0, 5] por [0, 150]. En la graficadora, se determina que el punto
més alto es (3.33, 139.63). Por tanto, se estima que el radio del cilindro
circular recto mide 3.33 cm y, en consecuencia, dl: (9) se estima que su
altura es de 4.01 cm.

(b) Para confirmar analiticamente las estimaciones, se aplica el teorema
del valor extremo ya que V, definida por la ecuacién (10), es continua en
el intervalo cerrado [0, 5]. Se desea determinar los valores de r y h que
proporcionen el valor mdximo absoluto de V. De (10) se tiene

Vi) = Zx(10r - 3r?)

Con objeto de determinar los nimeros criticos de V, se considera
Vi(r) = Oy se despeja r:

r(l10 = 3r) =0
10

r=10 r= 3

Como V'(r) existe para todos los valores de r, los (inicos nimeros criti-
cosde Vson 0y 4 19 los cuales estin en el intervalo cerrado [0, 5). El
valor méximo ahsnlutc- de V en [0, 5] debe ocurrir en 0, 7 0 5. De (10)
se obtiene
VO =0 V()= 2Cr VS =

Por tanto, el valor midximo absoluto de V es % m = 139.63, el cual
se obtiene cuando r = 2 = 3.33. Cuando r = 7, se obtiene de (9).
h = 4. Estos resultados confirman las estimaciones anteriores y pro-
porcionan los valores exactos de r y h.

Conclusién: El cilindro circular recto de mayor volumen inscrito en el
cono dado tiene un volumen de # xem?, lo que ocurre cuando r = -'-::—:'cm y
h = 4cm. 4



Problemas

En estos ejercicios defina precisamente todas las variables como
nimeros. Asegiirese de escribir una conclusion al final de cada
efercicio.

1. Determine un nimero del intervalo [ :!;, 2] tal que la suma
del nimero y su reciproco sea (a) un minimo y (b) un
miximo. Apoye grificamente las respuestas.

1. Determine un mimero del intervalo [-1, 1] tal que la dife-
rencia del nimero menos su cuadrado sea (@) un mdximo
v (b) un minimo. Apoye grificamente las respuestas.

21. Una isla esté ubicada en el punto A, 4 km mar adentro del
punto més cercano B de una playa recta. Una mujer, en la
isla, desea ir al punto C, a 6 km de B playa abajo. La mu-
jer puede dirigirse hacia ¢l punto P, entre B y C, en un
bote de remos a 5 km/h y después caminar en forma recta
de P a C a8 km/h. (a) Estime en la graficadora la ruta de
A a C que ella pueda recorrer en el menor tiempo. (b)
Confirme la estimacién del inciso (a) analiticamente.

22. Resuelva el ejercicio 21 considerando ahora que el punto C
estd a 3 km de B playa abajo.



26. (a) Determine el drea del recténgulo més grande que ten-
ga dos vértices en el eje x y los otros dos en la pardbola
y = 9 ~ x?, por arriba del eje x. (b) Apoye gréificamente
la respuesta del inciso (a).

27. Considere que la disminucién de la presién sanguinea de
una persona depende de la cantidad de cierta sustancia ad-
ministrada 2 la persona. De modo que si se administran
x miligramos de la sustancia, la disminucién de Ja presién
sangufnea es una funcién de x. Suponga que f(x) define
esta funcién y que

fix) = 32k - x)

si x € [0, k], donde k ¢s una constante positiva. Deter-
mine el valor de x que ocasiona la mayor disminucién de
la presién sanguinea.

29. La resistencia de una viga rectangular es conjuntamente
proporcional a su anchura y al cuadrado de su espesor.
Determine las dimensiones de la viga de mayor resistencia
que pueda cortarse de un tronco con forma de cilindro
circular recto cuyo radio es de 72 cm.




34. Si un cuerpo que pesa W libras se arrastra a lo largo de un
piso horizontal a una velocidad constante mediante una
fuerza de F libras de magnitud y dirigida un dngulo de
6 radianes con respecto al plano del piso, entonces F estd
dada por la ecuacion

kW

i k sen @ + cos @

donde k es una constante llamada coeficiente de friccion
y0 < k< 1.Si0 <6< }x determine cos 6 cuando
F es minima.

35. En una fébrica se elaboran dos productos, A y B. Si C es
el costo total de produccién de una jornada de 8 horas,
entonces C = 3x? + 42y, donde x es el nimero de md-
quinas utilizadas en la elaboracién del producto A, y y es
el nimero de maquinas empleadas en la elaboracién del
producto B, y durante una jormada de 8 horas trabajan
15 méquinas. (a) Determine analfticamente cudntas de
estas mdquinas deben utilizarse para elaborar el producto
A y cudntas para claborar el producto B de modo que el
costo total sea minimo. (b) Apoye las respuestas del inci-
so (a) graficamente.

36. (a) En el ejemplo 1, jpara qué valores de k ocurrird el
valor méximo absoluto de C en un nimero del intervalo
abierto (0, k)? (b) Los ejemplos 1 y 2, y los ejercicios 21 y
22 son casos especiales del siguiente problema més ge-
neral: Sea

fu)gum+v(b-x)

donde x esté en el intervalo [0, b] y ¥« > v > 0. Demues-
tre que para que el valor méximo absoluto de f ocurra en
un nidmero del intervalo abierto (0, b), se debe satisfacer

la desigualdad siguiente: av < bui? — v?



Solucionario

number ig I=[3,2] such that the sum of the pumber and its reciprocal is {a) minimum; (b) maximum.
e the number. We seek llnuuunoff(x)=3+'; I’(z):l-i,.!ismaﬁauonsmd S'(=) exists on
that does not contain 0. f'(z) =0 when 1 = .¢’=l.x=2l.butonlyx=lhinl.

=3 +3=R /) =1+1=2, /) =24} =} () z =1 minimizes the sum (b) x = } maximizes

the number in T = [~1,1) such that the number minus its square is (a) maximum; (b) minimum.

f be the number, We seek the extrema of f(2) = 2~ 2% f'(z) = | = 2z. J is continuous and f'(x) exists

interval. f'(z) =0 when 2 =1; 2 =gl —1) =2, =1 1= ¢ 0 e
(b)3=-(ll:)ailim;~thed!ﬂe;¢.;€ TN =2 J() =5 1(1)=0 () =} maximizes the

womnoulnhhndnA.dkm!mannumpdmBooahuch.rhhntogointhel«nxlmewc.s
down the beach from B. She rows at 5 km int ' between B and C, then walks at 8 km/hr to C.
z km be the distance feam B to P. Then + 16 km i» the distance from P 1o A and (6 - x) km is the
l‘romPtoC.'I\alimcoﬂhtﬁpcqu&tiedwaflhembyvu«plmuu-timeonhcwlby
and. If the trip takes f(z) bours, then
VT E16 4 (6 -2), 0 6 f'(z) = id
)=} T §O-2), 05256 /(=) 5 FETH
s continuous on (0,6]. Therefore / has an absolute minimum value on 10,6).
J(2) = 0: — “-},-_-o.s:es\/:hu:u:’=2s:’+4oo;39:’=4om:’=$z=*%

5
[(=) ke SO 20//39 % 3.20 is the only critical sumber of £ in [0,6).

J(0) = 3 = 1.55, £(20//39) = /39 + 3 = 1.37, £(6) = 31/13 % 1.44
absolute minimum value of / is 1.37 when r = 20/,/39. For the fastest route, P is 8.2 km from B.

manonnnisluduA.!hnfmmlbempointl)oaabud:.'iﬁu!ogohlbeleautimetoc,s
down the beach from B. She tows at 5 km/br to iat P between B and C, then walks at & km/hr to C,
:kmbetheditmee(romﬁto?.’l’be-\/:’+l¢lmhthd'manoefromPtoAmd(a-:)kmisthe
efromPwC.Tbeﬁnnonheuipequhlbeﬁmedthmbywnmplmllnﬁmeof\bepanb)'
If the trip takes f(z) hours, thea

fz)=1 -z 0<z<8; (=)= 3 -
(z) ,\/;’+16+i(3 »0<z<3: f'(2) 7 ey %

is continuous on [0,3]. Therefore f has an absolute minimum value on {0,3).

o - —1= - s = 2+ = = = 2
f(z)_tr.7;§T § =05 82 = 5275 15; 647 = 25,7 = 400; 3957 = 400: * R tvgg
Bxanu!’(z)mmhmwdﬁ/\/ﬁslso.thuekuoai:icdnumbaof,‘in10,3].

SOy =35=1.175, f(3)=1
'Tbelhcohteminimnmnlued!isltbu::?ﬂmee,fottbef&utmtbepoim?d»ddbec.

 the. 2 of the largest rectangle with two vertices on the z-axis and two on the parabola y =9 — 2%
'#t:pmbdahmﬁthmlothaﬁs,ifonevetmku(z,ﬂ}.05:53,mtheri»gt
0). The two on the parabola are (+z,9—2%). We wish to maximize the arca A(z)=22(9— )
8r—2:% A'(z) = 18— 622 A'(z) = O when 62° = 18. =3, z= /A€ land r = — /3 £1.

A(0) = 0. A(V3) =2,/3(9-3) = 12/3, A(3) =0
 largest rectangle has area 121/3 & 20.78.
=3l(k-a) =k -1 0 s <k @) = k-T2 = (k- a)
:ji:l:fwnson[o%:]z:o;f‘hamlbdmmﬁmvﬂuu ]
=0, f'(3k) =0 and f'(=) exists on [0,&]. Hence 3¢ is the only critical number.

50) =0, 138 =28, f) =0



£ 5(z) be the strength when its breadth is = cm. Because = diagonal of the bram is a diameter
; log, its depth is V/144* — =* cm. and for some positive conszant k,

) = kz(144% — 2%) = k{(144%2 - 2%), 0 < 2 < 144: §'(z) = E(144% - 327) = 3K(3- 487 — 27)

is continuous on [0, 144]. Therefore S has an absolute maximum value on [0, 144].

(z) =0 when = = £ 48/3 and §'(z) exists on [0, 144], 50 48/3 is the critical number.

S(0) = 0, 5{48\/3) = 663.552,/3 k, S(144) = 0

'S has an absolute maximum value 'hxzis‘ﬁnd \/l«!—:’-.-ﬁ‘/i.
be dimensions of the strongest beam are 48,/3 = 83.14 em by 48/6 ~ 117.58 cm.

of'nighxWM&kWam:h«izmhlMuam:nbdtybymmofafoueof
guitude F pounds and directed at an angle of € radians with the plane of the floor, then F is given by the
,:_' P=mn—§-‘imvhmtkacmtuﬂedtbecoeﬁ&eatof&kdonudﬂ<k<l.l!0$05}f.
<08 6 when F s least.
use () < 6 < v, both sin 8 and cos # are positive. Furthermore, k and W are positive. Therefore F is least
b 9(9) = k sin 6 + cos § is greatest.

g'(8) = kcos B —sin #
that ¢'(0) is defined for all . If ¢'(8) = 0, then

kcowO=sind; kcos® = sin® 8 Foo'0=1-co’ §; (6 4 Ljcos® 0 =1

m’l-plﬁ: cos f = e
e only critical number of F oceurs when cou 6 = (£ 4 1)7"/%, We evaluate ¢(@) at the endpoints of the
al [0,7] and at the critical zumber.
gl0) =kuin0+con =1
9(3m) = k sin yr + cos yr = k
8in @ = k cos 7 at the critical number, then

3

9(0) = kaln 0 + cos & = k(k cos #) +cos § = (I = 1)cos § = t*"'lss/k'-ﬂ

: \/k’+lhpumlhubothbnnd 1, we conclude lbuthcmuﬁmmvdueofgud the minimum
of ¥ oceur when cos 8 = (k2 4+ 1)71/3,

D dollaes is the cost when z machines are used o produce A and y machines are used 1o produce B, where
b= 322 4+ 42y, If 15 machines are working, how many should be used 1o produce each product. for the cost, to
least?

se y =162, Clz) =32 +42(15~2), 05215 C'lz)=6r-42=0 when 2=T7 €L C(0)=0630,

{7) = 483, C(15) = 675. The cost is least when T machines produce A and § produce B.

) In Example 1, C(z) = 12,5001/0 == 4+ 10,000{k —z), where k> 0 and C'(2) = 0 when z = 4, For what
alies of k will the absolute minimum value of C occur at a number in the open interval (0,k)?
{b) More generally, Let f(z) = wy/a’ + 2% + (b~ z), z€ (0,8}, u> v > 0. If the absolute minimum value of [
peur At & number in the open intecval (0,8), show that av < dy/u? — p2.
‘)lf:re‘;?olnleminhmmnlueofCoumin the interval (0, k) then the eritical number 4 must be in that
eval, that is k> 4.
b) To locate the critical number, we find the derivative, set it 1o 2er0 and solve for z.

5 t)‘-’v-?i—;-v':me?-?m:nn:m; we? = v¥(a? 4 2%); P22 = 0?0?22
a4z a
' -o’:’:n’v’:(u’-v’}z’=n’s’:x’=?‘%:-.-g ag

3 -yt
i the absolute minimum value of [ occurs in the interval I = ?0.5) then the critical number must be in 1, that
the positive root must be less than b,

<bhav< \/u’-;’



FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES, Y CRITERIO DE LA
PRIMERA DERIVADA

3.4.1 Definicion de funcion creciente

WMMMQMMQM@&W&
y sélo si

fix)) < fix;) siempreque x, <32 |
donde x; y x; son dos niimeros cualesquiera del intervalo.

X = x5 =
: y= f(x) =

G(x,, ») \

lXX‘. yl) \

Clxs, v3)
FIGURA 1

La funcién de la figura | es creciente en los intervalos cerrados sl-
guientes: [xy, x3]; [x3, x4]; [x5, x6]i[xe, X7); [x5, x7]). . p-—«
4

3.4.2 Definicion de funcion decreciente

Una funcién definida en un intervalo es decreciente cn ese intervalo
si y sblo si >

fx;) > flx;) siempreque x; < x;
donde x; y x; son dos niimeros cualesquiera del intervalo.

La funcién de la figura | es decreciente en los intervalos cerrados si-
guientes: [x7, x3]; [x4, X5).



3.4.3 Teorema

Sea'f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y diferenciable
en ¢l intervalo abierto (a, b):

() sif(x) > O para toda x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b];
(i) sif'(x) < 0 paratoda xen (a, b), entonces fes decreciente en [a, b).

3.4.4 Teorema Criterio de la primera derivoda para

extremos relativos

Sea f una funcién continua en todos los puntos del intervalo abierto
(a, b) que contiene al nimero ¢, y suponga que f* existe en todos los
puntos de (a, b) excepto posiblemente en c:

(i) sif'(x) > O para todos los valores de x en algin intervalo abierto
que contenga a ¢ como su extremo derecho, y si f(x) < 0 para
todos los valores de x de algin intervalo abierto que contenga a
¢ como su extremo izquierdo, entonces f tiene un valor méximo
relativoenc;, _

(i) sif'(x) < 0 para todos los valores de x en algin intervalo abierto
que contenga a ¢ como su extremo derecho, y si f(x) > 0 para
todos los valores de x de algin intervalo abierto que contenga a
¢ como su extremo izquierdo, entonces f tiene un valor mfnimo
relativo en c.

Para determinar analfticamente los extremos relativos de f:

1. Calcule f(x).

2. Determine los nimeros criticos de f, es decir, los valores de x para
los cuales f(x) = 0 o para los que f(x) no existe.

3. Aplique el criterio de la primera derivada (teorema 3.4.4).



P EJEMPLO 1  Trace la gréfica de la funcién definida por
fix) = x3 — 6x2 + 9x + 1

Determine a partir de la grifica los extremos relativos de £, los valores de x en
los que ocurren los extremos relativos, los intervalos en los que f es creciente,
y en los que f es decreciente. Confirme analiticamente la informacién ob-
tenida grificamente.

Solucién La figura 7 muestra la grifica de f trazada en el rectdngulo
de inspeccion de [-3, 5] por [-2, 6]. A partir de la grifica, se determina que f
tiene un valor méximo relativo de 5 en x = 1, y un valor minimo relativo de
1 en x = 3. También, a partir de la grifica se determina que fes creciente en
los intervalos (-oe, 1] y |3, +00), y es decreciente en el intervalo [1, 3].

Ahora se confirmard esta informacién mediante el criterio de la prime-
ra derivada calculando primero la derivada de f:

fix) = 32 - 12x + 9

Los tnicos nliimeros criticos son aquellos para los que f(x) = 0:
- 12x+9=0
3x-3)x-1)=20

x=13 x=1
Por tanto, los mimeros criticos de f son 1 y 3. Para determinar si f tiene un

extremo relativo en estos nimeros, se aplica el criteno de la primera derivada
y los resultados se presentan en la tabla 1.

Tabla 1

Jix) Fix Conclusidn
<] + [ es creciente
x=1 I 5 0 [ tiene un valgr méximo relativo
l<x<3 | - [fes decreciente
£e=13 1 0o fuene un valor minimo relativo
J<x + fes creciente




[=3. 5] por [-2, 6]

fix) = x* = 6 + 9x + |
FIGURA 7

Las conclusiones de la tabla confirman la informacién determinada
graficamente. 4



P EJEMPLO2 s

fix) = x¥3 4 4x\3

Determine los extremos relativos de f y los valores de x en donde ellos ocu-
rren. También determine los intervalos en los que f es creciente y en los que
es decreciente. Apoye las respuestas grificamente.

Solucion Al diferenciar f se tiene

flx) = 4xIB 4 4528
= 4x B+ 1)

Como f'(x) no existe cuando x = 0, y f'(x) = 0 cuando x = -1, entonces
los nimeros criticos de f son -1 y 0. Se aplica el criterio de la primera deri-
vada y se resumen los resultados en la tabla 2. En la tabla, la abreviacién n.e.
significa no existe.

Tabla 2

fix) Jix) Conclusidn
x < - l - Jes decreciente
x == -3 0 f tiene un valor mimimo relativo
-l<x<0 + Jfes creciente
x=10 0 ne JSno tiene un extremo relativoenx = 0
0<x + [ es creciente

La informaci6én de la tabla se apoya al trazar la grifica de f en el rec-
tingulo de inspeccién de [-7.5, 7.5] por [-5. 5], como se muestra en la
figura 8. 4

[~7.5,7.5] por -5, 5]

fx) = Paadl e T e

FIGURA 8



P EJEMPLO3 D

-4 sixs<s?
x) =
fe) {E—I si 3 < x

determine los extremos relativos de f y los valores de x en los que ellos ocu-
rren. También determine analiticamente los intervalos en los que f es crecien-
te y en los que f es decreciente. Dibuje la grifica.

Solucion Al calcular f'(x) se obtiene

ey — 126 six <3
Al {*I si 3 <ux

Observe que f es continua en 3. Como f'(3) = 6 y f.(3) = -1, f'(3) no
existe. Por tanto, 3 es un ndmero critico de f. Otro ndmero critico de f es 0
porque f'(x) = 0 cuando x = 0. En la tabla 3 se resumen los resultados
obtenidos al aplicar el criterio de lg primera derivada. La grifica de f se
muesira en la figura 9.

¥ -4 sixs3

fx) = 8-x si}<izx
FIGURA 9
Tabla 3
fx) fx) Conclusidn
x<0 - fes decreciente
x=0 -4 0 [ tiene un valor minimo relativo
0<€x<3: ] + S es creciente
x=] | s ne. S tiene un valor méximo relativo
3I<x - [ es decreciente <

Como se hizo en los ejemplos ilustrativos 1 y 2, ahora se mostrard en los
dos ejemplos siguientes como puede obtenerse el comportamiento de una
funcién a partir de la gréfica de su derivada.



P EJEMPLO4 1a figura 10 muestra la grifica de la derivada de
una funcién f cuyo dominio es el conjunto de los nimeros reales. A partir de la
grifica determine los ndmeros criticos de f, los intervalos en los que fes cre-
ciente y en los que f es decreciente, y los extremos relativos de f.

Solucién De la grifica, se observa que f'(x) existe en cualquier nimero
real y que f'(=2), f(1) y f1(5) son iguales a cero. Por tanto, -2, 1 y 5 son ni-
meros criticos de f. Como f(x) < Ocuandox < =201 < x < 5§, fes decre-
ciente en los intervalos (—oo, =2] y [, 5]. Debido a que f(x) > 0 cuando
-2 < x < 1 ox > 5, fes creciente en los intervalos [-2, 1] y [5, +o0). La
tabla 4 resume estos hechos, ademds de que [ tiene valores minimos relati-
vosenx = -2 yx = 5, y f tiene un valor méximo relativo en x = 1, obte-
nidos al aplicar el criterio de la primera derivada.

Tabla 4
fix) Conclusidn
r< =2 1 - fes decreciente
Xr= =2 0 Jtiene un valor minimo relativo
-2<x<l - fes creciente
=1 0 f tiene un valor miximo relativo
l<x <5 - f es decrecienic
X = 0 ftiene on valor minimo relativo
S<x + Jfes crecienle <4

Grifica de f*

FIGURA 10



» EJEMPLO 5 Siga las instrucciones del ejemplo 4 para la fun-
cién g, continua en su dominio el cual es el conjunto de los nimeros reales,

para la cual la figura 11 muestra la gréfica de su derivada.

Solucién  De la grifica, como g'(-1) = 0, -1 es un nimero critico de g.
Debido a que el eje y es una asintota vertical de gréfica de g’, g'(0) no existe,
aunque O esté en el dominio de g. En consecuencia, también 0 es nimero
critico de g. Como g(x) > 0 cuando x < -1 ox > (, g es creciente en los
intervalos (—ee, =1] y [0, +00). Ya que g'(x) < O cuando -l < x < 0, g es
decreciente en el intervalo [-1, 0). Estos hechos se resumen en la tabla 5, te-
niendo en cuenta que se aplicé el criterio de la primera derivada para deter-
minar los extremos relativos.

Girédfica de g’

FIGURA 11
Tabla 5

g1z} Conclusidn
x < -] + £ ©s creciente
x ==l 0 £ tene un valor miximo rélativo
-l€«r<0 - & es decreciente
=10 n.e. g tiene un valor minimo relativo
0<x + § &s creciente
<

En la secci6n 3.6, se obtendrin algunas propiedades adicionales de la
funcidn f del ejemplo 4 y de la funcién g del ejemplo 5 a partir de las grificas
de sus derivadas; después, a partir de estas propiedades, asi como de las obte-
nidas en esta seccién, se dibujardn posibles grificas de fy g.



Problemas

En los ejercicios I a 18, (a) trace la grdfica, y determine a par-
tir de ella: (b) los extremos relativos de f, (c) los valores de x
en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos en

los que f es creciente, (e) los intervalos en los que f es decre-

ciente. Confirme analiticamente la informacién obtenida grd-
ficamente.

2 fix) = 3x¥-3x + 2

5 fix) = %x" -x + x2

7. f(x) = 4 sen %r,x € [-2x, 2x]
9. fix) = Vx - :f;

- x-2
10. f&x) = ~—5

1. fix) = (1 = %1 + xp

16. fix) = 2P - 1P

17. fix) = x5 4+ 10214

En los efercicios 19 a 32, haga lo sigulente analiticamente: (a)
determine los extremos relativos de f: (b) determine los valo-
res de x en lox que ocurren los extremos relativos: (c) determine
los intervalps en los que f es creciente; (d) determine los intervalos
en los que f es decreciente. Apoye las respuesias grdficamente.
19. fix) = 2x* - 9x? + 2
22, fix) = x* = 5x% - 20x -2

1
2. =
fix) = x + -
25, fix) = 2x+/3 - x

27, flx) = 2 - 3x — 4)21

= 1 . 5 P
29. fix) = -z-su'4x.xE[ ; & 57



32, fix) = (x + NP -0

En los ejercicios 33 a 38, haga lo siguiente analiticamente: (a)
determine los extremos relativos de la funcion; (b) derermine
los valores de x en los que ocurren los extremos relativos; (c)
determine los intervalos en los que la funcion es creciente;
(d) determine los intervalos en los que la funcidn es decrecien-
te. (e) Dibuje la grdfica de la funcidn a partir de las respuestas
de los incisos (a)~{d).

{;+9)’—3‘ six < -7
M fWD=1_J5-(x+47 si-Tsx<0

x-2F-7 si0<x
Solucionario

2. f(2) =32 <8242 [(z) =62~3 r

Set f'(2) =0 and obtain the critical number }. ‘

-

10|
[#t5) | £t5) | Conclusion ‘
2<} - £ is decreasing on (—oc, §]
z=} 3 0 £ has & relative minimum valve —5 5 7L
§<’ - fkm' w'ﬁlm’ l%v +w) =
fix) =kt - P+ 2% fa) =P -3 4 20 -
fx) =0 2(z=1)z=2) =0 z=0,z=1,z=2 r
f(z) 1'(z) Conclusion 2k
<0 - 7 s decreasing on (=20, 0] 1+
z2=0 0 0 J bas a relative minimum value
<Sr<l + J is increasing on [0,1] 1 )
z=1 } 0 J has a relative maximum value -1k
<r<? - 1 is decreasing on [1,2)
r=12 0 0 £ bas a relative minimum value
2<s . / is increasing on [2, +20)
7. f(z)=4sin %z, z€[-25.22% f'(2) =2eos%x
w)the:i? fnn'ctionh?periof 2r.l,!hulpaiod 4r. | 4
zr)=0: mf—&,z:vuy:w::—r.::r. ;
| £z) | £'6) If /b L
-2xrLx<—7 - decreasing on [-27, —7] o Sl
T=-7r -4 |0 a relative minimum value 3
- LTLT + increasing on [~=,7]
r=x 4 |0 = relative maximum value
T<r<2y - decreasing on [, 2x]
0. /(f)'-' ﬁ_ =‘l/1"-|/3‘ !’(z)-i‘-l,’*gl-‘,,-k-’l:"+l) =y

Set. f(2) = 0: txa =1. The domain of / is (0,420) and f'(z) exists
for all = in domain of f. <1 is not in the domain so there are
no critical numbers and no relative extrema

[ 1(2) ')
[ | .

I Couclusion

| £ s increasing on (0, +oc)

Shddl |lonunn




10. f(=)=ﬁ§-l--i,c!'(=)=-—‘-—),
]ud/'mmdc:i:eduz. o

Because f'(2) > 0 at every number in its domain,
J is increasing on (~oo,~2) and (2, +o0).
There are no relative extrema.

1L f(2) = (1= 2)%(1 4 2)% f'(2) = =201 = 2)(1 4 2)* + 3{1 + 2)°(1 = 2)*
=(1=2)(1 +2)"[~21 4+ 2) + 31— 2)) = (1 — 2)(1 + 2)¥(~S2 + 1)
Set fz)=0:2=1, :=-l.3=§

Jiz) r'tx) Conclusion
z<-1
r=-] 0 0 { !itiuaeaingou(—oo.i]
no relative extremum at z = ~1|
-1(!(& +
2=} e 0 J hias a relative maximum value
y<2<l = 1 is decreasing oa [1.1]
ks 0 o £ bas 2 relative minimum value
T + f is increasing [1,+0c)
16. f(z) =2 (z-1)*
& A plot is shown at the right. f is continuous for all =. Lsk
P@)=a)a -1 +=z-17G"") It
=3 ¥z - 18z + (=~ 1)] KL -
==2(:--3::),(4.:—1) -as'uL 8- 1 39

The eritical numbers of f ace 0, §, and 1. Because /7 (0) = —oo and [ (0) = +oc, the graph of / has
vertical tangent line at 2 = 0. Because the = axis is the normal Jine at = = 0 and the curve lies on one side
the normal line, the graph has a cusp at the origin. The table is filled in by rows.

<0 2=0 O<z<i ==} j<z<1 ==l =>1
r=1) - - - - - 0 +
dz=1 = - - 0 + + +
1/824/3 —  doesn'texist + & + + +
7= —  down'tesist  + 0 - 0 +

f in/has a | decreasing  relative  increasing  relative  decreasing  relative increasing
on (—20,0] minimum os [0.}] maximum on[}1] misimum on [1,+o0)

He) |f(=28)= 62 0 9/ 5 22 0 f(1.5) = 82
17, f(z) = */* 5 102"/ :
,l(:) = *'l/‘ + ]?‘-SIC e
The domain of f is [0,00). f(z) >0 z>0. ”:
J W increasing on [0,00). 0
lll;l;l:l;l;

Za akle KIY Ll MM e 22N W =13 S <M.



In Exercises 19-32, compute (a) the relative extrema of f, (b) the values of z at which the relative extrema
(¢) the intervals on which f is inereasing, and (d) the intetvals on which [ is decreasing. Check by plotting.
19. f(z) =223~ 92 +2: f'(z) = 62— 182

Set fl(z)=0:62(z=3)=0;£=0,z=3

| (=) (=) Conclusion
z<0 - 7 i= increasing on (—2c, 0
z=0 2 0 £ has a relative maximum value
0<z<3 - £ is decreasing on [0,3]
z=3 =25 0 £ has a relative minimum value
j<z = £ s increasing on [3, +oc)

)= 25— 5% — 20z -2
f’(s)=5=‘-:5:’-20:5(:-;-2)(:-2)(:’“)
2241 >0,th¢aitka!nnmbasm—2:nd2.mtableismkdinmmna.timr_

-

z< =2 r==2 -2<2r<2 z=2 z>2
- 0 + + +
- - - 0 +
+ + - + +
+ 0 - 0 +

increasing  relative relative  increasing
on (-00,—2] maximum o4 [-2.2] minimum on [2.42c)
f(-27)~-7 48 -0 f2N)=-11

(z) =2+~ n’-:«'ii’é;*,J’(z):l-b*.%f(:):&f;;l=¢:=v
'l‘!nedomnho(!is(s[z#ﬂ},and]'(z)cx’nufmdlz'nium
The only critical number is V2 =126

fiz) (=) Conclusion
z<0 - £ is increasing on (—oc,0)
=0 not defined | not defined | vertical asymptote
D<z<y/2 - 1 is decreasing on (0.v/2]
2=y2 |§VI=18| 0 1 has a relative minimum value
\/i<: - ]'lsiaausingon[ﬁ.m)

2. f(z) = 20V/3- 5 f(s) = 2Jré+u(-,7§=)=“7_-3 et
Sot f(2)=0:6=32=0;x=2
! Conelusion

is increasing on (—00,
Ihnatd.ﬁnmuimumvdu

1 is decreasing on [2,3)

P s e aa

) =2-3(z~ )% fllz) = —2z -4}, 0 for
4) does not exist and 4 is in the domain of ;r%ifm i e

| Hz) | £'2) | Comclusion
+ 7%= increasiag
$ doesa’™ exist !:;-mwm value

£ s decreasing on [4,4-20)



-uu.[-}: kfiz) = 4z tan 4z(4) = 2
- I'(R mui’oueooi.::ar;.:’:- .
thmuihatdouhuwbd:-{b.pmod - Thus we add Jhr, where & i —1 or 0,

J(x) /(=) Concluson
@ = dbr 3 6 / hax a relative minimum value
*“F<I<*ﬂ+¥l’ - / is incrensing
J-*I-F}h not defined | not defined
o fbr <r <o Jin + [ is increasing
- e=hra -4 0 / bas a relative maximum value
i<z <t fir - £ i decreasing
o= o g fbr not defined | not defined
i <achrpfur - / is decreasing

32 f(2) = (z+ 1P -2 f2) =}z + 1) P -2 P 4 Y= -2 P + )PP
=Hr+ ) -2 PR -2+ e+ 1)) = (= + 1) (2-2)" Pz -1)
Set f'(2) =0: 2= 1. ['(=1) and f'(2) do not exist and —1 and 2 are

in the domain of f. The critical numbers of f are =1, 1, and 2. 2+
[(z) f(z) Conclusion : . r :
o< -l . / s increasing on (—oo, ~1] -2 1
3 0 does not i!hnlulnive maximum uhn/K*‘\_J
0 exiat graph has a cusp 2}
-l<e<l - is decreasing on [=1,1]
a=1 Y4 0  has & relative minimum value
l<zc? -
2 0 does not {!i"llmﬁlsﬂl""@)
s ol B Pl s o iy
2<® +
.(8+9)’-8 fz< -7 2Az+9) fz<~T
37. f(z)= -‘/25-(z+4)3 f=T<z<0; f'(z)= ﬁ;ﬁ—‘p if—7<z<?
(E=2P-7 o<z 2Az-12) o<

J(=7) and £'(0) do not exist. Also, F(~9) =0, !’(-4) 0, f'(2)=0.
The critical numbers of [ are -8, -7, —4, 0, and

fiz) f'(x) Cond-u -
z<~9 - 7 is decreasing on [—oc,—9]
z=-9 -8 0 / has a relative minimum value 4
<z <~T + f is increasing on [-9,~T7) 4
z=~7 - doesn't exist [ has a relative maximum value / 2
~T<a<~4 fis decreasingon [-7,—4] 0 @@ i J
2 =4 -5 0 1 has a relative minimum value L B $
-4<zr<0 1 is increasing on [~4,0] b
z=0 -3 doon’udﬂ [ has & relative maximum value
Dexa? [ is decreasing on [0,2] -+
=2 -7 0 J bas a relative minimum value
2<e - [ is increasing on [2,+oc) Exercise 37



CONCAVIDAD, PUNTOS DE INFLEXION Y CRITERIO DE LA
SEGUNDA DERIVADA

3.5.1 eﬁnicién de concavidad hacia arriba

Se dice que la gréifica de una funcién es cfincava hacia arriba en el
punto (¢, f(c)) si existen f(c) y un intervalo abierto / gue contiene a ¢
tal que para todos los valores de x # ¢ en /, el punto (x, f(x)) de la gra-
fica estd arriba de la recta tangente a la gréfica en (c, f(¢)).

3.5.2 Definicion de concavidad hacia abajo

Se dice que la grifica de una funcién es concava hacia abajo en el
punto (¢, f(c)) si existen f(c) y un intervalo abierto / que contiéne a ¢
tal que para todos los valores de x # ¢ en [, el punto (x, f(x)) de la gri-
fica estd debajo de la recta tangente a la gréfica en (c, f(¢)).

3.5.3 Teorema

Sea f una funcién que es diferenciable en algdn intervalo abierto que
contiene a ¢. Entonces

) sif'(c) > 0, la grifica de fes concava hacia arriba en (c, f(¢)).
(i) sif"(c) < 0, la grifica de fes céncava hacia abajo en (c, f(¢)).

3.5.4 Definicion de punto de inflexion

El punto (¢, f(c)) es un punto de inflexién de la grifica de la funcién
S si la gréfica tiene una recta tangente en es¢ punto, y si existe un in-
tervalo abierto / que contiene a ¢ tal que si x estd en /, entonces

@) @) < 0six < cyf'x) > 0six > 0
@) f"(x) > 0six < cyf'x) < Osix > c.

3.5.5 Teorema

Suponga que la funcién f es diferenciable en algin intervalo abierto
que contiene a ¢, y (c, f(c)) es un punto de inflexién de la grifica de f.
Entonces, si f"(c) existe, f"(¢) = 0.



P EJEMPLO 1  La funcion del cjemplo | de la seccion 3.4 st
definida por

fx) = x¥ = 6x? + 9x + |

Encuentre el punto de inflexién de la grifica de fy determine dénde la grifica
es concava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Apoye la respuesta tra-
zando en el mismo rectingulo de inspeccion la grifica de f y la tangente de
inflexi6n (la recta tangente en el punto de inflexidn).

Solucion  Las derivadas primera y segunda de f son
f) =3~ 12x+9 y f'(x) = 6x - 12

Como f"(x) existe para todos los valores de x, el dnico punto de inflexién
posible de f ocurre donde f“(x) = 0, el cual ocurre en x = 2. Para determinar
si se tiene un punto de inflexién en x = 2, debe verificarse si f"(x) cambia de

signo, al mismo tiempo se determina la concavidad de la grdfica para los
intervalos respectivos. Los resultados se resumen en la tabla 2.

Tabia 2

fix) f  f'w Conclusidn B
x< 2 - La gréfica de f es concava hacia abajo
Em 2 k] -3 0 La grifica de f tiene un punto de inflexidn
2<x + La grifica de f es concava hacia arriba

En el ejemplo 1 de la seccién 3.4, se mostr6 que f tiene un valor mixi-
mo relativo en 1 y un valor minimo relativo en 3. La figura 13 muestra la gri-
fica de fy la tangente de inflexién en el rectdngulo de inspeccién de [-1, 8.4]
por [-1, 5.2], lo cual apoya la informaci6n de la tabla 2. 4

La grdfica de una funcién puede tener un punto de inflexién en el punto
donde la segunda derivada no existe, esto se ilustra en el ejemplo siguiente.

[~1, 8.4] por [-1, 5.2]

f(x)=x3-6xzo9x¢|

FIGURA 13



P EJEMPLO 2 Duda
fix) = X3

encuentre el punto de inflexién de la gréfica de f y determine dénde la gréfica
es cOncava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas
grificamente.

Solucion  Las derivadas primera y segunda de f son
fix) = %x‘2/3 y fx) = - %X-SIJ

De las ecuaciones anteriores se observa que f'(0) y f"(0) no existen. En el
ejemplo ilustrativo 3 de la seccién 2.2, se mostré que el eje y es la recta tan-
gente de la gréfica de esta funcién en el origen. Ademds,

ffx) >0 six<0 y f'x)<0 six>0

Por tanto, de la definicién 3.5.4 (ii), f tiene un punto de inflexién en el origen.
La concavidad de la gréfica se determina a partir del signo de f"(x), los resul-
tados se resumen en la tabla 3.

Tabla 3

/_h) fx) . S(x) Cmrlusidn )

x<0 - + f es créciente; la gréficade fes
concava hacia armba

x=0 0 ne. ne. La grafica de f iene un punto de
inflexién

0<x - - Sfes creciente; la grifica de fes
concava hacia abajo

La figura 14, que muestra la grifica de f trazada en el rectidngulo de
inspeccién de [-3, 3] por [2, 2], apoya la informaci6n de la tabla 3. 4

(=3, 3] por [-2,2]

fix) = x'P

FIGURA 14



D EJEMPLO3 s
flx) = (1 = 2x)?}

Trace la grifica, y a partir de ésta, estime el punto de inflexién y donde la gréd-
fica es concava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Confirme las esti-
maciones analiticamente.

Solucion La figura 15 muestra la gréfica de f trazada ¢n ¢l rectangulo de
inspeccidn de [-3, 3] por [-2, 2]. De la gréfica se estima que el punto de in-
flexion estd en (0.5, 0), la gréfica es céncava hacia arriba parax < 05. v la
grifica es céncava hacia abajo para x > 0.5. Ahora se confirmardn estas
estimaciones analiticamente. Las derivadas primera y segunda de f son

fl)=-6(1 - 202 y f'(x) = 24(1 - )

Como f*(x) existe para todos los valores de x, el Gnico punto de inflexi6n
posible es donde f"(x) = 0, esto es, en x = 0.5. De los resultados resumidos
en la tabla 4, f"(x) cambia de signo, de + a =, en x = 0.5; de modo que la
grifica tiene un punto de inflexion ahi. Observe también que debido a que
f(0.5) = 0, la gréfica tiene una recta tangente horizontal en el punto de
inflexién.

Tabla 4
fix) fix) S Conclusidn
x < 05 + La grifica de fes concava hacia arriba
r=05 0 0 0 La grifica de ftiene un punto de
inflexidn
D5 <x - La grifica de fes concava hacia abajo

(-3, 3] por [-2,2)

fix)y = (1 - 20

FIGURA 15



3.5.6 Teorema Criterio de la segunda derivada para
extremos relativos

Sea ¢ un niimero critico de una funcién f en el que f(¢) = 0, y supon-
ga que ™ existe para todos los valores de x en un intervalo abierto que
contiene a c.

(i) Sif"(c) < 0, entonces ftiene un valor méximo relativo en c.
(ii) Sif"(c) > 0, entonces ftiene un valor minimo relativo en c.

’ fJEMPiO 4 Sea

flx) = x* + i‘x3 - 4x2

determine los extremos relativos de f aplicando el criterio de la segunda de-
rivada. Utilice esta informacion para dibujar la grifica de f. Apoye los resul-
tados en una graficadora.

Solucién  Se calculan las derivadas primera y segunda de f:
fi(x) = 4x3 + 4x2 - 8x f'x) = 12x2 + 8x - 8
Al considerar f(x) = 0 se obtiene

dx(x + 2)(x =~ 1) =0
=0 X = =2 x =1

Por tanto, los nimeros criticos de f son -2, 0 y 1. Para determinar si existe
0 no un extremo relativo en alguno de estos nidmeros criticos, se considera



el signo de la segunda derivada en ellos. Los resultados se resumen en la
tabla 5.

Tabla 5

flx) fix fix Conclusicn
x==2 % 0 + ftiene un valor minimo relativo
r=10 0 0 - ftiene un valor méiximo relativo
x=| —; 0 . fiene un valor minimo relativo

A partir de la informacién de esta tabla y localizando algunos puntos
mds, s¢ dibuja la gréfica de f, mostrada en la figura 18. La figura 19, que pre-
senta la grafica de f trazada en el rectdngulo de inspeccién de [-15, 15] por
[=11. 9], apoya los resultados.

Si f'(¢) = 0y fle) = 0, nada puede concluirse acerca de un extremo
relativo de f en ¢. Los tres ejemplos ilustrativos siguientes justifican esta
afirmacién.

B

T -10 [-15, 15) por [~11,9)
flry = x* + 32 - 4x? flix) = x* + ;:‘ - 47

FIGURA 18 FIGURA 19



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6  Si f(x) = x*, cntonces
f(x) = 4x y f(x) = 12x2 De modo que, f(0), £(0) y f*(0) son iguales a
cero. Al aplicar el criterio de la primera derivada se aprecia que f tiene un va-
lor minimo relativo en 0. La grdfica de f se muestra en la figura 20. <4

i~
fix) = x*

FIGURA 20

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 S g(x) = —+*, entonces
g'(x) = -4x3 y g"(x) = =12x2. Por tanto, g(0), g'(0) y g"(0) son iguales a
cero. En este caso g tiene un valor mdximo relativo en 0, como puede verse
al aplicar el criterio de la primera derivada. La figura 2| muestra la grifica
de g.

g = -
FIGURA 21



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Si hi{x) = x’, entonces
h(x) = 3x2 y h"(x) = 6x, por lo que A(0), h(0) y h"(0) son iguales a cero.
La funcién h no tiene extremo relativo en 0 porque si x < 0, h(x) < h(0); y
six > 0, h(x) > h(0). La gréifica de h se presenta en la figura 22.

¥y
g * X
hix) = &’
FIGURA 22

P EJEMPLO 5  Pura la funcion seno, determine los extremos re-
lativos aplicando el criterio de la segunda derivada, y encuentre los puntos
de inflexién de su gréifica. También determine las pendientes de las tangen-
tes de inflexion. Trace la grifica de la funcién seno en un intervalo de longitud
2r que contenga ¢l punto de inflexién que posea la menor abscisa positiva.
En el mismo rectdngulo de inspeccidn, trace la tangente de inflexién.

Solucién  Sean

flx) = sen x fiix) = cosx f'(x) = —sen x



Las funciones f, f' y f" estdn definidas para toda x. Los nimeros criticos se
obtiene al considerar f(x) = O:

cosx =0
X = % T+ knm k es cualguier niimero entero

A fin de determinar si existe 0 no un extremo relativo en alguno de estos ni-
meros criticos se obtiene el signo de la segunda derivada en cada uno de ellos.

f'Gr + km

—semtz!n.' + km)
—cos kr

Il

-1  sik es un entero par
1 si k es un entero impar

Los resultados obtenidos al aplicar el criterio de la segunda derivada se re-
sumen en la tabla 6.

Tabla 6

fixy fixn) _ fey  Conelusidn
X m lz ® + kx(kes un entero par) 1 0 - f tiene un valor mdximo relativo
X = %‘* kx (kesun entero impar) | -1 0 + [ tiene un valor minimo relativo

Para determinar los puntos de inflexién se considera f"(x) = 0:

-senx =0
x = kx  kes cualquier entero

Como f"(x) cambia de signo en cada uno de estos valores de x, la gréfica tie-
ne un punto de inflexién en cada punto que tiene alguna de estas abscisas. En
cada punto de inflexion,

fikm)

cos km k es cualquier entero

1 sikes un entero par
~1  sik es un entero impar

Por tanto, las pendientes de las tangentes de inflexién son +1 o —1.

La figura 23 muestra la gréfica de la funcién seno y la tangente de in-
flexién en el punto (m, 0) trazadas en el rectingulo de inspeccién de [0, 27]
por [-2, 2]. 4



{0, 27 por [-2, 2]
f(x) = senx
FIGURA 23



Problemas

En los ejercicios 1 a 8, encuentre los puntos de inflexién de la
funcién y determine ddnde la grdfica es concava hacia arriba
y dénde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas trazando en el
mismo rectdngulo de inspeccidn la grdfica de la funcidn y las
tangentes de inflexion.

2. g(x) = x* - 6x2 + 20

3. g(x) = x* - 8x3

4. fixy = x* - 2x°

2
5 Fix) =
) x4+ 3

8. fix) = 3cosx,x € |-m, 7]

En los ejercicios 9 a 16, trace la grdfica de la funcién y a partir
de la grdfica estime el punto de inflexion y donde la grdfica es
concava hacia arriba y en donde lo es hacia abajo. Confirme
las estimaciones analiticamente.

10. g(x) = 2x* - |

1L G = (x - I*
12. F(x) = (x + 2)°
13. f(x) = (x + P

14. gx) = (x - N

15. g(x) = tan %x'.x € (-m,m

16. f(x) = cot2x;x € (0, i m)



En los ejercicios 17 a 22, encuentre el punto de inflexion de
la grdfica de la funcidn, si existe alguno, v determine donde la
grdfica es céncava hacia arriba y ddnde lo es hacia abajo.
Dibuje la grdfica.

2 .
18. ~ 12+ x six
filx) {4 >

- X 81

z &
19. o(0) = x six <20
&) {—xi si0<x

six <0

20. g(x) -x
. X)) =
& x3 510 = x



Solucionario

flz) = 2 - 627 4 20; () = 327 = 12z = 3z(z —4); ["(z) = 6z - 12 = 6(z - 2).
The critical number for f*is 2.
2L2 =2 x>2

£7(z)=6(z—2) - 0 .
graph is/ concave point of concaye
_hasa downward  inflection  upward
[z ['(=) 4, -12

2y =2t =82 g(2) =48 = 247% §"(2) = 1227~ 482 = 122z - 4}. Set ¢"(2) = 0: s =0, r =4
| ofz) | ¢'{z) | ¢"(x) | Conclusion

| graph is concave upward

peint of inflection

graph is concave downward

point of inflection

graph is concave upward

fiz) = z* — 225 f'(z) = 425 — 62%; fO(x) = 1227 - 122 = 122(z - 1).

z=0 0 0

= -~ 256 —-125

A

N

A

.-
+0 )| e+

critical numbers for f* are 0 and 1. A plot is shown at the right. ;~
z<0 z=10 f<r<t r=1 z>1 -
12z - 0 + + + . W n N
r—1 - - - 0 + TR ,\{2
1(z) + 0 = 0 " 2r
graph is/  copcave  pointof  concave  pointof  copeave 3:
has a upward  inflection downward inflection  upward
z) = 2(z? +3)"Y; F'(z) = —4z(z* + 3)*
{2) = ~4(z® + 3)"2 + 82(z2 +3)" (22) = 422 +3) 7~ (2? + 3) + 427
3 =4(x2+3)7 3% = = 12=* +3) =+ 1)(z - 1)
St P'(zj=0:2=-1,z=1
| Fiz) | Fz) | F(z) | Conclusion
z<-1 - graph is concave upward
z=-1 % % 0 peint of inflection
~l<zr<] - graph is concave downward
z=1 % —3‘- a point of inflection
1<z - graph is concave upward
8. f(z)=3cos 2z, 2 €[—= 7} [{r)=—6sin 2z f7(r)= ~12cos 22
Because the graph is symmetric with respect to the y-axis, we consider [0,7]. .
Because f*(z)=0if 2z = %t or %:, the critical numbers of f* arc ir and 3r. AN
r<ir  xsh licr<ch =} >¥r R
ff=-12¢082z ~ 0 + 0 - -1
gaph s/  concave  Pointof  coneave  pointof  concave 2r
has a downward inflection  upward  inflection downward -3r

I(=); f'(=) 0; -6 0; 6



gz) =22 = 1; ¢'(2) = 622 o (2) = 122, Set g"(x) = 0: 12r =0; 2 =0

z<0 z=0 z>0
§(z)=12z - 0 +
graph i8/  concave  pointof  concave
hasa  downward inflection upward
z) = (=~ 1)% G'(z) = 3=~ 1)*; g"(2) = 6(z - 1)
g" (S) =0r=1

| G(z) | G'(=) | G"z) | Conclusion
=<1 - graph 15 concave downward
e =1 0 0 0 poins of inflection
1<z + geraph i3 concave upward

z)=(z+2)°

plot is shown at the right. F'(z) = 3(x + 2)%; F¥(z) = 6(r + 2) l
critieal number for F’ is —2.

=) = (= + 2%, f(2) =Yz +2970% f%2) = Yz +2)~
f*(z) is never 0; f"(—2) does not exist but f is conlinuous at —2
nd tim J'(2) = +0oc so there is a vertical tangent line at = = —2.

| J(z) | fz) | f(z) | Conclusion
z< =2 + graph 1= concave upward
r==2 1] doesn’t existl doesn’s exist| point of inflection
-2<z - graph is concave downward

giz) = (2= 1) ¢(x) = Yz~ 1), %) = 3 — 1)/
7"(z) is never 05 g"(1) does not exist but g is continuous at 1
li_rp’ #'(z) = +00 so there is a vestical tangeat line at = = 1.

|_al=) | g(z) | #"(=) | Conclusion
z<1 - graph is concave upward
z=1 0 doesn’t exist|doesn’t exist| poiat of inflection
I<=z - graph is concave downward

J(z) =tan iz, 2 € (—x.3); f(x) = }sec’fz; £ (2) = } sec® fz tan Ja
Set [*(z) =0: tan 3z =0, jz € (-}r,i«); r=0;z=0
| f(=) | f'(z) | (=) |  Conclusion

r< -2 z=-2 2> -2 | . i 2f

F'(z) = 6(z+2) = 0 - / I -

graph is/ concave point of concave : é

has a dowuaward inflection upward L ]
F(z); ¥'(z) 0; 0

—-r<z<0 graph 1s coneave downward
z=0 0 % 0 point of inflection
O<zr<x - graph is concave npward
glz)=cot2z;r € (0.;«)
A plot is shown at the right.
¢'(z) = —2 esc? 22 §°(x) = 8 csc? 22 cot 22 3

I g"(2) = 0, then cot 22 =0, 50 2z = }r and = = }r. :
I 0 < z < x then g"() > 0, and the graph is concave upward.
‘ lf%n < x < ix then g%(2) <0, and the graph is concave downward. -1
- Because ¢(fx) = <2 and g(ix) =0, the point (}7,0) is a point of inflection




f242® izl . (20 Hz<l 9 sl -10 4
18 ’(’)‘{4-,,3 m“"(’)“{-zz fl<ed @ =122 1<z » F
’ -
£¥(x) is never 0; f'{1) daes not exist so there is no tangent line there. \
| sy | S} | f%z) | Graphisthasa i
<1 - | eoncave upwazd " X
z=1 3 doesn’t exist|doesn’t exist| not a point of inflection L !
I'<x - concave downward i |
.J -

2 . - .
_J=* =250 _Jex Wz<L0 4 _f2 ifz<0
o g(z)—{_:z o< y’{x)-.{"?: o<z B (3)-‘-2 <=

g"(z) is never 0; g7(0) docs not. exist but there is a tangen: line at 0.
| 9(z) | _4(=) | g'(=) | Graph is/has a

P coneave upward
r=0 0 0 doesn’t exist| point of inflection
0<=2 - concave downward

. -z fz<0
2. oz ={ "7 o<z

s _ f-32° iz <h -6z  ifz<0

2 ¢@={ 32 ifo<e Y@={6 if0<s
From Theorem 4.3.4 we have #/_(0) = —3(0?) = 0 and ¢/ (0) = 3(0%) = 0 and
80 ¢'(0) = 0. Similazly, ¢" (0) = 0 and ¢"_(0) =0 and so ¢"(0) = 0. Because
§(=) >0 if £ #0, we conclude that the graph of g is concave upward at
every point (including the point where z=0). Thus there is no point of
inflection. Because ¢'(z) <0 if z <0, then g is decreasing on the interval

oo TR |

- W oM AN -

(=cc,0]. Because g'(2) >0 if >0, the g is increasing on the interval . . &

-2 =1 1 2

[0, 40c). Thus ¢(0) =0 is a relative minimum value of 9, and because
¢'(0) = 0, the graph of g bas a horizontal tangent line at the point (0,0). The geaph is shown at the right.




TRAZO DE LAS GRAFICAS DE FUNCIONES Y DE SUS DERIVADAS

’ EJEMPLO 1 La grédfica de la derivada de la funcién del ejem-
plo 4 de la seccién 3.4 se muestra en la figura 1. A partir de esta gréifica deter-
mine las abscisas de los puntos de inflexion de la grifica de f y dénde la
grifica es cOncava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Dibuje una posi-
ble grifica de f que tenga estas propiedades asi como las propiedades obtenidas
en el ejemplo 4 de la seccién 3.4. Suponga que los tinicos ceros de fson 3.5 y 6.

Gréfica de f'

FIGURA 1

Soluciéon 1La segunda derivada f" evaluada en el nimero ¢ es la pen-
diente de la recta tangente en el punto donde x = ¢ de la grifica de f. En
consecuencia, como la grifica de f’ tiene rectas tangentes horizontales en
x=-lyenx = 3,f(-1) = 0y f"(3) = 0. En la figura 1 se observa que
f' es creciente, es decir, f"(x) > 0 cuando x < -1y cuando x > 3; por tanto,
por el teorema 3.5.3(i), la grafica de f es concava hacia arriba para estos valo-
res de x. Ademds, f' es decreciente, esto es, f(x) < 0 cuando -1 < x < 3;
por tanto, por el teorema 3.5.3(ii), la grafica de f es concava hacia abajo para
estos valores de x. Mds aln, de la definicion 3.5.4, se puede concluir que la
grafica de f tiene puntos de inflexién donde x = —1 y x = 3. Estos hechos se
resumen en la tabla 1.



Tabla 1

1) Conclusion
x < -1 + La grifica de f es c6ncava hacia arriba
x = -1 0 La gréfica de f tiene un punto de inflexidn
-l <x <3 - La gréfica de fes concava hacia abajo
x=13 0 La grifica de f tiene un punto de inflexién
< + La grafica de f es cdncava hacia arriba

Ahora refiérase a la tabla 2, la cual contiene los hechos de la tabla 1 an-
terior y de la tabla 4 de la seccién 3.4.

Tabla 2

fix) S Conclusion

x < =2 - + [ es decreciente: la grdfica de [ es céncava
hacia arriba

x=-2 0 + f tiene un valor minimo relativo; la grifica
| de fes cdncava hacia arriba

2 <x <l + + f es creciente; la grifica de fes concava
hacia arriba

x= -1 + 0 f es creciente; ia grifica de f tiene un punto
de inflexién

-1 € x <1 + - [ es creciente; la grafica de fes concava
hacia abajo

x=1 0 - f tiene un valor méximo relativo; la grifica
de fes concava hacia abajo

l<x<3 - - [ es decreciente; la grafica de fes concava
hacia abajo

xr=73 - 0 [ es decreciente; la grifica de f tiene un

' punto de inflexién

J<x<5 - + fes decreciente; la grifica de fes concava
hacia arriba

x=35 0 + f tiene un valor minimo relativo; la grifica
de fes concava hacia arriba

5 < x + + [ es creciente; la grfica de f es cdncava
hacia arriba.

Puesto que los dnicos ceros de fson 3.5 y 6, estos nimeros son las Ginicas
intercepciones x de la grafica. Con esta informacién y las propiedades de la
tabla 2, se dibuja una posible grafica de f, la cual se muestra en la figura 2. 4



-/

2 -10

Gréfica de f

FIGURA 2

’ EJEMPLO 2 1. figura 3 muestra la gréfica de la derivada de la
funcién g del ejemplo 5 de la seccion 3.4. A partir de esta grifica determine las
abscisas de los puntos de inflexién de la grafica de g y donde la grafica de g es
céncava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Dibuje una posible grafica de
£ que tenga estas propiedades asi como las propiedades obtenidas en el ejem-
plo 5 de la seccién 3.4. Suponga que los iinicos ceros de g son-2 y 0.

¥
'

Gréfica de g’

FIGURA 3



Soluciéon De 1a grafica de g', g’ es decreciente, es decir, g"(x) < 0
cuando x < 0y cuando x > 0. Por tanto, la grifica de g es concava hacia
abajo para estos valores de x. La gréfica de g nunca es céncava hacia arriba.
Como g'(0) no existe, tampoco existe g"(0). Puesto que g"(x) no cambia de
signo, la grafica de g no tiene puntos de inflexion. Esta informacién se incor-
pora a la de la tabla 5 de la seccién 3.4 para obtener la tabla 3.

Tabla 3
£'(x) £"(x) Conclusidn

r < -] + - 2 es creciente; la grifica de g es concava
hacia abajo

x=-1 0 - g tiene un valor médximo relativo; la grifica
de g es concava hacia abajo

-l <x<0 = - g es decreciente; la grifica de g es cincava
hacia abajo

x=10 n e n. e. g tiene un valor minimo relativo

0<x + = g es creciente; la grifica de g es c6ncava
hacia abajo

La figura 4 muestra una posible grifica de g dibujada a partir de las pro-
piedades de la tabla 3 y del hecho de que los tinicos ceros de g son-2y 0. 4

¥
A

Grificade g

FIGURA 4



> EJEMPLO 3 En la figura 5 se muestran la grafica de una fun-
cién fy segmentos de las tangentes de inflexién. A partir de la figura, determi-
ne la informacidn siguiente e incorpérela en una tabla semejante a las tabla 2
y 3: (i) los intervalos en los que f es creciente; (ii) los intervalos en los que f
es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv) los intervalos donde la
griafica de f es céncava hacia arriba; (v) los intervalos donde la grafica de f
es concava hacia abajo; (vi) las abscisas de los puntos de inflexién de la gréfi-
ca de f. A partir de la informacién de la tabla, dibuje posibles gréficas
de f'yf".

(-3, 4)

| a.-2

Gréfica de f

FIGURA §



Solucién De la figura se obtiene la informacién siguiente:

(i) fes creciente en (—oo0, =3], [1, 3] y [3, +00);
(ii) fes decreciente en [-3, 1];
(iii) ftiene un valor maximo relativo de 4 en x = -3, y un valor mini-
mo relativode -2 enx = 1;
(iv) la grifica de f es cdéncava hacia arriba para x en los intervalos
(=1,2) y (3, +00);
(v) la gréifica de f es cOncava hacia abajo para x en los intervalos
{*m, "']} ¥ {211 3):
(vi) la gréfica de f tiene puntos de inflexién donde x = -1, x = 2 y
x =3
En la tabla 4, se incorpora é¢sta informacién junto con los signos de
f'y f"en los intervalos especificados en (1)—(v1).



Tabla 4

i)

f”{x} .

Conclusidn

2<x<3

+

fes creciente; la grifica de fes concava
hacia abajo

Stiene un valor miximo relativo; la grifica
de fes concava hacia abajo

fes decreciente; la grifica de fes concava
hacia abajo

fes decreciente; la grifica de f tiene un
punto de inflexidn

fes decreciente; la grifica de fes cénecava
hacia arriba

ftiene un valor minimo relativo; la grafica
de f es concava hacia arriba

fes creciente; la grifica de fes coneava
hacia arriba

fes creciente: la grifica de ftiene un
punto de inflexién

Sfescreciente: la grifica de fes coneava
hacia abajo

La grifica de f tiene un punto de inflexion
con una recta tangente horizontal

fes creciente: la grifica de fes concava
hacia arriba.

A partir de la tabla se han dibujado en las figuras 6 y 7 posibles graficas
de f'y f", respectivamente.




Grifica de [

FIGURA 6

Gréfica de /"

FIGURA 7



Problemas

En los ejercicios 7 a 18, la figura adjunta muestra la grdfica de
la derivada de una funcién f cuyo dominio es el conjunto de los
ntimeros reales y la cual es continua en todo nimero. A partir
de la grdfica, determine la informacidn siguiente e incorpdrela
en una tabla similar a las tablas 2 y 3 de esta seccidn: (i) los in-
tervalos en los que f es creciente; (ii) los intervalos en los que f
es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv) los interva-
los donde la grdfica de f es cdncava hacia arriba; (v) los
intervalos donde la grdfica de f es céncava hacia abajo; (vi) las
abscisas de los puntos de inflexidn de la grdfica de f. Dibuje
una posible grdfica de f que tenga las propiedades de la tabla
si los unicos ceros de f son los indicados en cada ejercicio.

8. Elcerode fes (.

¥
A
; : & . — X
10. Loscerosdefson0y 4,
y
A
1+ ./
1 i ﬂ __I'._ _!_I. L _E_ x
- 2
-1 + ~




11. Los ceros de fson 0y 3.

12. Loscerosdefson-4,-2,1y5.




13. Loscerosde fson-3,-1yl.

. L N e

- e e

16. Loscerosde fson 1y 3.




18. Loscerosdefson—3,0y 3.

En los ejercicios 19 a 26, se muestran en la figura adjunta la
grdfica de una funcidn f y algunos segmentos de las tangentes
de inflexién. A partir de la figura determine la siguiente infor-
macidn € incorporela en una tabla semejante a la tabla 4:
(1) los intervalos en los que f es creciente; (ii) los intervalos en
los que f es decreciente; (iii} los extremos relativos de f; (iv) los
intervalos donde la grdfica de [ es céncava hacia arriba;
(v) los intervalos donde la grdfica de f es céncava hacia abajo;
(vi) las abscisas de los puntos de inflexién de la grdfica de f.
A partir de la informacidn de la rabla, dibuje posibles grdficas

def'vf"

19.




21.

(3,3)

22.

k)







Solucionario

8

J for Exercise 8

Zeroof fis 0.
f'(z) l"(z) S is/has a

graph is/has a

=<0 decreasing
z=0 0 d.n.e. stationary
z>0 - - decreasing

f' for Exercise 8

concave upward
point of inflection
concave downward



10

f for Exercise 10

of f are 0 and 4.
f'(z) f"(z) [fis/hasa graph is/has a
+ - INCreasing concave downward
0 - relative maximum concave downward
<z<2 - - decreasing concave downward
d.n.e. dn.e.  no tangent line not a point of inflection
- - increasing concave upward

f' for Exercise 10




11

() f(z) fisthasa graph is/has a
<0 4- -~ increasing concave upward
z=0 d.ne. dmne. vertical tangent point of inflection
0<r<? + - increasing concave downward
z2=2 0 - relative maximum concave downward
z>2 - - decreasing concave downward

- -

o

f' for Exercise 11



12

f for Exercise 12
12. Zeros of f are —4, =2, 1 and 5.

f(z)  f¥(=z) fisfhasa graph is/has a
r<—3 + 4 increasing concave upward
r=-3 d.ne. dune  relative maximum vertical tangent
d<z<~1 - - decreasing concave upward
r=-] 0 + relative minimum concave upward
-1<z<1 + + increasing concave upward
2= 4 0 increasing point of inflection
1<2<3 + - increasing concave downward
z=3 0 - relative maximum concave downward
r>3 - + decreasing concave downward

f ! for Exercise 12



13

f for Exercise 13

13. Zeros of f are -3, —1, and 1.

F(z) [*z) fisfhasa graph is/has a
< —2 + - increasing concave upward
r=-2 dine. dane.  relalive maximum vertical tangent
-2<z2z< -~ - decreasing concave upward
z=0 0 - relalive minimum concave upward
0<2<2 + -~ increasing concave upward
=2 d.n.e. d.ne. vertical tangent point of inflection
z>2 + - increasing concave downward

f * for Exercize 13



16

f for Exercise 16

of f are 1 and 3.
J'(z) f"(z) [is/hasa graph is/has a
- + decreasing concave upward
0 0 stationary point of inflection
<z<2 - - decreasing concave downward
_ d.n.e, d.ne relative minimum vertical tangent
<z<3 + - increasing concave downward
+ 0 increasing point of inflection
+ + increasing concave upward
— e
E 2 3

I’ for I‘:;.xercise 16



18

Yy

’b

2-
Yot |3 2

-'b

-zb

-3-

f for Exercise 18

of f are -3, 0 and 3.

fi(z) f*(z) [fis/hasa graph is/has a
-2 + 4 increasing concave upward
-2 d.ne. d.ne  relative maximum  not a point of inflection
<z<0 - - decreasing concave downward
d.n.ec. d.ne. relative minimum vertical tangent
<z<?2 + - increasing concave downward .
d.n.e. dne relative maximum  not a point of inflection
- - decreasing concave upward
¥
A
’ -
1
24
+ -

f' for Exercise 18



In Exercises 19-26, the graph of f and segments of the inflectional tangents appear in the figure, Make a table
in the previous Exercises and sketch possible graphs of f’ and f*.

19. f'(z) fYz) fisfhasa graph is/has a
z<~1 + - inereasing concave downward
r=~l] 0 - relative maximum concave downward
-l<z< =~ - decreasing concave downward

=0 -2 0 decreasing point of inflection
0<z<2 - - decreasing concave upward
=2 0 - relative minimum concave upward
z>2 - - increasing concave upward
Al

(2'- ’2)
f for Exercise 19

J' for Exercise 19

f* for Exercise 19



21. f(z) JS"(z) fisfhasa graph is/has a
r<—2 - + decreasing concave upward
z==2 0 - relative minimum concave upward
-2<2<~1 + + InCreasing concave upward
z=-1 +2 0 increasing point of inflection
~1<z<0 + - increasing concave downward
z= 0 0 stationary point of inflection
(UF ) | S = + increasing concave upwiard
z=1] +2 0 increasing point of inflection
1<x<3 - - increasing concave downward
z=J 0 - relative maximum concave downward
z>3 - - decreasing concave downward

f for Exercise 21 f* for Exercise 21



I'(t) f’(z) f is/has a graph is/has a

ICreasing concave downward
0 - relative maximum concave downward
- - decreasing concave downward
d.n.e. dune.  relative minimum vertical tangent
- - increasing concave downward
0 - relative maximum concave downward
- - decreasing concave downward
r y by
a1 T ST
i 2 =)
2r -ir
N Ny TR
«2 - 2
2 ak | i 8
- -s -
= ol
-4 F -7r

f’ for Exercise 22 f* for Exercise 22



d.n.e. d.n.e. vertical tangent

- - increasing

d.ne. dane. relative maximum
- - decreasing

=) f°(z) S is/hasa graph is/has a

- - decreasing concave downward
d.ne. dune vertical tangent point of inflection
- + decreasing concave upward

0 + relative minimum concave upward

- - increasing concave upward

point of inflection
concave downward

not a point of inflection
concave upward

for Exercise 23 f* for Exercise 23



S '(t)

fm/basa

graph is/has a

increasing
relative maximum
decreasing
stationary
decreasing
decreasing
decreasing
relative minimum
increasing

' far Bvareian 95

£? fnr Peaseian 95

concave upward
vertical tangent
concave upward
point of inflection
concave downward
point of inflection
concave upward
concave upward
concave upward



APLICACIONES ADICIONALES SOBRE EXTREMOS ABSOLUTOS
(OPTIMIZACION)

A fin de aplicar el teérema del valor extremo para determinar los extre-
mos absolutos de una funcién, la funcién debe ser continua en un intervalo
cerrado. En la seccién 3.2 las aplicaciones trataron sobre tales funciones.
Ahora se considerar4n aplicaciones que involucran extremos absolutos para
las cuales no puede emplearse el teorema del valor extremo. Sin embargo,
primero-se presentard un teorema, el cual en ocasiones es iitil para deter-
minar si un extremo relativo es un extremo absoluto.

Para ilustrar el teorema, refiérase a las funcianes cuyas gréficas se pre-
sentan en las figuras | y 2. Cada una de estas funciones es continua en el inter-
valo 1 y tiene sélo un extremo relativo, f(c), en I. En-los dos casos el teorema
siguiente garantiza que el extremo relativo es un extremo absoluto.

(. f(e) ' .

(e fley

I L]
FIGURA 1 FIGURA?2 -

3.9.1 Teorema

Suponga que la funcién f es continua en el intervalo 7 que contiene al |
nimero ¢. Si f(¢) es un extremo relativo de fen /'y ¢ es el dnico nime-
ro en / para el cual f tiene un extremo relativo, entonces f(c) es un
extremo absoluto de fen 7.



} EJEMPLO 1 Si un envase de hojalata cerrado de 60 pulg? de
volumen tiene forma de cilindro’ circular recto, determine analiticamente el
radio de la base del envase si se emplea la minima cantidad de hojalata en
su elaboracién.

Solucion La figura 3 muestra el envase cilindrico donde el radio de la
base mide r pulgadas. Se determinard el radio de la base para el cual el 4rea
de la superficie total del envase es un minimo absoluto. En el ejemplo 5 de
la seccién 1.3, se mostré que si S(r) pulgadas cuadradas es el drea de la super-
ficie total, entonces

st = 122 4 2,2

;
El dominio de § es (0, +00) y § es continua en su dominio.
Para terminar cualquier extremo relativo de S se calculan las derivadas
primera y segunda de S:

S = --'-%Q + 4xr sy = 2§ 4n
r r

Observe que S(r) no existe cuando r = 0 y que 0 no pertenece al dominio
de S. Por tanto, los tnicos nimeros criticos son aquellos que se obtienen al
considerar S'(r) = 0, de donde se tiene

4rrd = 120

r= 3,|IE : ;f'__",;-
x 1

L 1%

cw
LI £

En consecuencia, 330/m es un nimero critico de S. Se’ aplica el criterio de
la segunda derivada, y los resultados se resumen en la tabla 1.

Tabla 1
S'(r) S Conclusion _
r= %IIE 0 + 5 tiene un valor minimo relativo
m




FIGURA 3

Debido a que S es continua en su dominio y el tinico extremo relativo de
S en su dominio se tiene en r = %30/, se concluye, por el teorema 3.9.1,
que este valor minimo relativo de S es su valor minimo absoluto.

Al aproximar a centésimos se tiene 3/30/7 = 2.12, lo cual es acorde
con la respuesta del ejemplo 5 de la seccién 1.3.

Conclusién: La minima cantidad de hojalata se empleard en la elaboracién
del envase cuando el radio de la base sea 330/7 pulg = 2.12 pulg. 4

> EJEMPLO 2 Una caja cerrada con base cuadrada tiene un vo-
lumen de 2 000 pulg>. El material de la tapa y de la base cuesta 3 centavos la
pulgada cuadrada mientras que el material para los lados cuesta 1.5 centavos
la pulgada cuadrada. Estime en la graficadora las dimensiones de la caja de
modo que el costo total del material sea minimo. Confirme la estimacion
analiticamente.

Solucion Sean x pulgadas la longitud de un lado de la base cuadrada y
C(x) délares.el costo total del material. El drea de la base es x? pulgadas
cuadradas. Sea y pulgadas la profundidad de la caja. Vea la figura 4. Puesto
que el volumen de la caja es ¢l producto del drea de la base y la profundidad,
se tiene :

x2y = 2000
y = 2%0 1)

X



- S AR -w

xpulg

FIGURA 4



El nimero total de pulgadas cuadradas de las 4reas de la tapa y de la base
es 2x2, y el de los lados es 4xy. Por tanto, el nimero de centavos del costo
total del material es

32x2) + 3(4xy)
Al sustituir y de (1), se tiene
znoo)

x2

Ckx) = 6x2 + ﬁx(
C(x) = 6x2 + l@_i@

El dominio de C es (0, +00). La figura 5 muestra la gréfica de C trazada
en el rectdngulo de inspeccién de [0, 20] por [1 000, 5 000]. Se estima que el
punto mds bajo de la grafica se obtiene cuando x = 10. De (1), si x = 10,
y = 20. Por tanto, se estima que el lado de la base del cuadrado debe medir
10 pulg y la profundidad debe ser de 20 pulg para que el costo del material
se minimo.

Para confirmar la estimacién analiticamente, se calcula C'(x) y C"(x):

Cx) = 12x - 12000 cr = 12 + 290
X X

Observe que C'(x) no existe cuando x = 0 y que 0 no pertenece al do-
minio de C. Por tanto, los linicos mimeros criticos son aquellos que se ob-
tienen al considerar C'(x) = 0, de donde se tiene

125 - 1200 _ g
X

x3 = 1000



[0, 20] por [1 000, 5 000]

Clx) = 6x% + 12 000
X

FIGURA 5

La inica solucién real de esta ecuacién es 10. De este modo, el inico
nimero critico es 10. Para determinar si C(10) es un valor minimo relativo
para C, se aplica el criterio de la segunda derivada, y los resultados se resumen
en la tabla 2.

Tabla 2

C'(x) C"(x)  Conclusidn

x =10 0 + { tiene un valor minimo relativo

Como C es continua en su dominio y el dnico extremo relativo de C se
tiene en x = 10, se concluye, por el teorema 3.9.1, que el valor minimo relati-
vo de C es su valor minimo absoluto. Por tanto, se ha confirmado la estimacion.

Conclusion: El costo del material serd minimo cuando el lado de la base
cuadrada mida 10 pulg y la profundidad mida 20 pulg. <4



> EJEMPLO 3  Si un envase de volumen fijo tiene la forma de
un cilindro circular recto, determine la razén de la altura al radio de la base si
se emplea la cantidad minima de material en su elaboracién.

Solucion Sec desea determinar una relacién entre la altura y el radio
de la base de un cilindro circular recto, de modo que el drea de la superficie sea
un minimo absoluto para un volumen fijo. Por tanto, se considerard el volumen
del cilindro como una constante.

Sean V unidades cibicas el volumen del cilindro (una constante).

A continuacién se definen las variables.

Sean r unidades la longitud del radio del cilindro; r > 0. Sean A unida-
des la altura del cilindro; & > 0. Sean S unidades cuadradas el area de la
superficie total del cilindro (refiérase a la figura 6).

Asi, se tienen las siguientes ecuaciones:

S =2nr + 2;rh (2)
V = nrih (3)




Puesto que V es una constante, se puede resolver (3) para r o para h en tér-
minos de la otra y sustituirla en (2), lo que hace de S una funcién de una varia-
ble. El método alternativo consiste en consgiderar a § como una funcién de las
dos variables r y h; sin embargo, no son independien‘es una de la otra. Esto
es, si se elige r como variable independiente, entonces § depende de r; tam-
bién, i depende de r.

Al diferenciar § y V conrrespecto a r, teniendo en mente que h €s una
funcion de r, se tiene

a4 _ pgnr + 270 + 21090 4)
d.r i d.?'

v _ 2 dh

o 2nrh + 7mr =

Como V es un constante, entonces j—t = (; por tanto, de la ecua-
¢ién anterior,

2nrh + 28
dr

con r # 0. S1se divide entre r v se despeja %, se obtiene

dh _  2h

Pl (5)
Al sustituir de (5) en (4) se tiene

a 2n[2r+h+ r (_ &)]

dr r

45 _ 2n2r - h) 6)

dr



Con objeto de determinar cudndo S tiene un valor minimo relativo, se

considera as = (), obteniéndose 2r — h = 0, de donde,

dr
r = %h

A fin de determinar si esta relacion entre r v A hace de § un minimo relativo
se aplica el criterio de la segunda derivada. De (6) se obtiene

48 . ( _éﬁ)
dr2—2”2 dr

Al sustituir de (5) en esta ecuacién se tiene

azs

dr? 2”[2 ) (;Zrﬁ)]

" 27:(2 + -2-’1)
=

Los resultados del criterio de la segunda derivada se resumen en la tabla 3.

Tabla 3
2
1‘2 d—f- Conclusion
s dr dr-
r= %h 0 + S tiene un valor minimo relativo

De (2) y (3), S es una funcién continua de r en (0, +00). Como el Gnico
extremo relativo de S en (0, +00) se tiene en r = gh, se concluye, por el
teorema 3.9.1, que S tiene un valor minimo absoluto cuando Afr = 2.

Conclusion; El édrea de la superficie total del envase serd minimo, para un
volumen especifico, cuando la razén de la altura al radio de la base sea 2. 4

> EJEMPLO 4  se inscribe un cilindro circular recto en una es-
fera de radio dado. Determine la razén de la altura al radio de la base del ci-
lindro de mayor superficie lateral.

Solucién Refiérase a la figura 7, donde la medida del radio de la esfera
es constante e igual a a.



FIGURA 7

Sean 6 radianes la medida del 4ngulo central subtendido por el radio del
cilindro, r unidades la longitud del radio del cilindro, A unidades la altura

del cilindro y § unidades cuadradas el drea de la superficie lateral del cilindro.
De la figura 7,

r

asen® y h = 2acos@
Como § = 27rh,

S = 2m(a sen 8)(2a cos 6)

2ma®(2 sen 6 cos 6)
2ma’ sen 20



Asfi, S es una funcién de 8 y su dominio es (0, E‘Jr].
Al obtener las derivadas primera y segunda de S, se tiene

ds _ y) d2s _ 2
96 = 4ra<cos20 vy 207 - —8ma“ sen 26
Considere a3 _ 0, entonces
de
cos28 = 0

Como( < 8 < i—m entonces

Se aplica el criterio de la segunda derivada y los resultados se resumen
en la tabla 4.

Tabla 4
2
E d’s Conclusion
de 46’
g = :']— 4 0 - S tiene un valor maximo relativo

Como § es continua y tiene un dnico extremo relativo en su dominio, se
concluye que el valor médximo relativo es un valor mdximo absoluto.

Cuando 6 = I,
r = asen 4115 h=2acos%:§

Por tanto, hfr = 2.

Conclusién: Para el cilindro que tiene la superficie lateral de mayor 4rea, la
razén de la altura al radio es 2. <



Problemas

5. Se va a cercar un terreno rectangular de 2 700 m® de drea,
y se utilizard una valla adicional para dividir el terreno a la
mitad. El costo de la cerca empleado para dividir el terre-
no a la mitad es de $24 por metro colocado, y el costo de la
cerca para los lados es de $36 por metro colocado. (a) Uti-
lice la graficadora para estimar las dimensiones del terre-
no de modo que el costo total del material para la cerca
sea minimo. (b) Confirme la estimacién del inciso (a) ana-
liticamente. }

6. Un tangue rectangular abierto, cuyo volumen es de
125 m’, tiene base cuadrada. El costo del material para la

base es de $24 por metro cuadrado y el del material para
los lados es de $12. (a) Utilice la graficadora para estimar
las dimensiones del tanque de modo que el costo del ma-
terial sea minimo. {b) Confirme la estimacién del inciso (a)
analiticamente.

9. Si se excluyen los salarios, el nimero de délares del costo
por kilémetro de la operacién de un camién es 8 + ﬁx.
donde x kilémetros por hora es la velocidad promedio
del camién. (a) Si los salarios combinados del conductor
y del ayudante son $27 por hora, estime en la calculadora,
con aproximacioén de kildmetros por hora, cudl debe ser
la velocidad promedio del camién para que el costo por
kilémetro sea minimo. (b) Confirme la estimacién del in-
ciso (a) analiticamente.

10. El nimero de délares del costo de combustible por hora
para un barco carguero es de 0.02v?, donde v nudos (mi-
llas néuticas por hora) es la velocidad promedio del barco.
(a) Si hay costos adicionales de $400 por hora, estime en
la graficadora, con aproximacién de nudos, a qué veloci-
dad promedio debe navegar el barco para que el costo por
milla ndutica sea minimo. (b) Confirme la estimacién del
inciso (a) analiticamente.



12. Dos aviones A y B vuelan horizontalmente a la misma al-
tura de modo que la posicidn de B esta al suroeste de A,
20 km al oeste y 20 km al sur de A. Suponga que el avién
A vuela hacia el oeste a 16 km/min y que el avién B vue-
la hacia el norte a 21.3 km/min. (a) Determine en cudn-
tos segundos los aviones estardn lo mds cerca posible y
cudl serd la distancia mas corta. (b) Apoye las respuestas
del inciso (a) griaficamente.




14.

15.

16.

Un generador de corriente directa tiene una fuerza elec-
tromotriz de E volts y una resistencia interna de r ohms,
donde E y r son constantes. Si R ohms es la resistencia
externa, entonces la resistencia total es (r + R) ohms, y si
P watts es la potencia, entonces

E’R

P = —M—
(r + R)?

Demuestre que el consumo maximo de potencia ocurre
cuando la resistencia externa es igual a la resistencia interna.

En una comunidad particular, cierta epidemia se propaga
de modo que x meses después del inicio de la epidemia, P
porcentaje de la poblacion esté infectada, donde

p - _30x7
(1 + x%)?

JEn cudntos meses se infectard el mimero maximo de per-
sonas de la comunidad y qué porcentaje de la poblacion
serd éste?

Un cartel que contiene 32 pulg? de regién impresa tiene
un margen de 2 pulg en sus partes superior e inferior,
mientras que en los lados los margenes son de %pu]g.
Determine las dimensiones del menor trozo de cartén que
pueda emplearse para realizar el cartel.



17.

19.

20.

21.

En condiciones de competencia perfecta, una compaiifa
puede vender los articulos que produce a $200 por unidad.
Si C(x) ddlares es el costo total de la produccién diaria
cuando se producen x articulos y C(x) = 2x? + 40x +
1400, determine el nimero de unidades que deben pro-
ducirce diariamente a fin de que la compaiiia obtenga la
maxima ganancia total diana. Sugerencia: la ganancia
total es igual al ingreso total menos el costo total.

El término en condiciones de monopolio, significa que
existe un dnico productor de cierto articulo, para el cual el
precio y, en consecuencia, la demanda pueden ser con-
trolados regulando la cantidad de articulos producidos. Su-
ponga que en condiciones de monopolio, x unidades de
un articulo son demandadas diariamente cuando el precio
por unidad es de p délares y x = 140 — p. Si el nimero
de ddlares del costo total por producir x unidades esta
dado por C(x) = x% + 20x + 300, determine la mdxi-
ma ganancia total diaria.

Determine la distancia minima desde el punto P(2, 0) a un
punto de la curva y? — x2 = 1, y encuentre el punto de
la curva maés cercano a P.

Obtenga la distancia mfnima desde el origen a la rec-
ta 3x + y = 6, y encuentre el punto P de la recta mis
cercano al origen. Después demuestre que el origen esti en
la recta perpendicular a la recta dada que pasa por P.



23. Una ventana tipo Norman consiste de un rectdngulo coro-
nado por un semicirculo. Si el perimetro de una ventana
Norman es de 32 pie, determine cudnto debe medir el ra-
dio del semicirculo y la altura del rectdngulo de modo que
la ventana admita la mayor cantidad de luz.

25. Una viga de acero de 27 pie de longitud se transporta por
un pasillo de 8 pie de ancho hasta un corredor perpen-
dicular al pasillo. ;Cual debe ser el ancho del corredor
para que la viga pueda doblar 1a esquina? No considere la
anchura horizontal de la viga.



26.

27.

Si dos pasillos perpendiculares entre si miden 10 pie
y 15 pie, respectivamente, ;cuél es la longitud de la viga
de acero mas larga que pueda transportarse horizontalmen-
te de modo que pueda doblar la esquina? No considere la
anchura horizontal de la viga.

Un embudo de volumen especifico tiene la forma de un
cono circular recto. Determine la razén de la altura al radio
de la base de modo que se emplee la minima cantidad de
material en su construccién.



28. Un cono circular recto se inscribe en una esfera de radio

31.

dado. Calcule 1a razén de la altura al radio de la base del
cono de volumen méximo que pueda inscribirse en la esfera.

Demuestre por el método de esta seccion que la distancia
minima desde el punto P,(x,, y;) a la recta / que tiene la
ecuacibn Ax + By + C = Qes

|Ax, + By, + C|
VA% + B?

Sugerencia: si s es el nimero de unidades desde P, a un
punto P(x, y) de /, entonces s serd un minimo absoluto
cuando s sea un minimo absoluto.

La seccién transversal de un bebedero tiene la- forma de
un tridngulo isésceles invertido. Si las longitudes de los
lados iguales son 15 pulg, determine ¢l tamafio del angulo



formado por estos lados que proporcione al bebedero su
maxima capacidad.




Solucionario

= meters is the length of the field; the width is 29 m. C(z) dollacs is the cost.
C(z) = 22(36) + A 200K 36) + x(24) = 96 + 194400 5, 0. C'(z) = 96— 19440027 = 96x~(2? - 2025)

Because C'(2) < 0 if z <45 and C(z) > 0.if = > 45, then C hax an absolute minimum value when r = 43,
The dimensions of the field are 45 m by Z1% = 60 m.

2 meters is the width of the base and 222 m is the height. C(z) dollass is the cost.
C(z) = 2427 + 4(12)- 1B = 2457 4 %& =30, C'(z) = 182 = 60002~ = 482"%(z" - 125)

Because C'(z) < 0if £ < 5 and C'{(z) >0 if = > 5, then C has an absolute minimum value when x = 5.
The dimensions of the box are 5 m syuare by -‘%’- = 5 m high.

-Tbedimensionsoftheboxmavzmnu.n....._,., - | '
i v is L hr. If C{z) dollars is the otal operating ¢
¢ the truck, the lime o drive 1 km is £ hr.
S.U:km/hrhlhespeedo : ol zzz—s‘m)- o

i o ey 45
paulmw.w«canuﬁuzl--}»o.c'{;)_m =00

ini hen = = 90.
if £ > 90, then C hasan abeolute minimum valu.c w
H ;:cgoo:ixgg(:g :c; :m has an absolute minimum when Lhe speed ix 90 km/hr.

10. v knots is the speed of the ship and the time 10 cail 1 mi is } br. If C(v) dollars is the total operating cost
-
mile, then C(v) = 0203 = 400v77. C'(v) = D6 —400072 = .06!"'2(2"_ T@)- Bca;‘m («_ (:) <0
9‘: W%&M:v and C/(v) > 0 i v > vy, then C has an absolute mimmum value when v = ¥y.
B :'ﬁe operating cost per miIk has an absolute minimum when the speed is about 9.04 knots.

s 2 e % a.o—isiax sha renck has traveled 401 ft, the car hfﬂ ".r‘,ve,ed- §E-‘

= The truck and the car are closest 1,44 SCC aiurs s === 7 — -
i it sou
irplanes ding horizontally at the same altitude. The position o3 plan¢ iz
g mu:d 20Ak':on:wi;et£ -:heswstlud 20 kilometers to the south of A. If ?Ianc A m.ﬂying due west
':l.:r:::en per m;nuu and plane B is flying due north at % kilometers pez minute, (a) in how many seco
will they be closest, and (b) what will be their closest distance? A
& Refer to the figure. Point C is due west.o(plane:\afsd due north of plane k %
at the start each plane is flying towasd point C. { minuies after they start, let
zkmbethedirecttddm«ftompointcmmphne;\
y km be the directed distanee from point g) s;:thato plane B + = C
zkmbethedistancebctweenphneAan plane !
= 1 at 16 km/min,
BmwephneAb?Okmustowaheat_Omdﬁymgm oy

r=20-16t

Because plane B is 20 km south of C when ¢ = 0 and flying north at ?km/n(x.i,l)l.
y=20~%t ) 2
Because trian i?ABC is 2 right triangle i
L=l

Now s = 3* is minimized whea 2 is minimized. Substitating for 2, z, and y in Eq. (3), we get
: o(t) = (20— 160 + (20 51"
Differentiating with respect 10 t, we obtain

#(2) = 2(20 - 161)(~16) +2(20 -20(-%) = %220t - 21)

Because 5'(2) < 0if t < §} and #'(£) > 0 i€ £ >, then s and = have ini
! : 2 z an abgolute minimum val hen ¢ = 53,
= .(:;)d ’I;h; a.zrpumes?‘4 Tbuc cLMomAafter g min. Substituting ¢ = 2 into Equations (1) and (2)v :ce:btgn x -%3 2
~2.4. Thus, p is 3.2 km east of point C plchlsZAkmxmﬂhz;fC b lh-.
closest. Substituting for r and y into Eq. (3), we obtain 22 = 16, z = 4, and o (b) the closest du:a;:'t iac:k::



Wken r obms and R ohms are the internal and external resistance, P watts is the power where P(R) =
P2R(r 4 R)™% P(R) = E¥(r +r)"% = 2R(r + R)™) = E%(r + R)=%(r + R) = 2R] = E¥(» +R) 3 (r-R)
Because P(R) > 0 if 0 <R <rand P'(t) <0 if R > r, 2 has an absolute maximum value when R = r.

z months after the start of an epidemic, P pcn:egt of t.h; popnmgon is infected, whgre
- . 2 -
Pls) = 35 = € [0,00 P(z) = 60x(1 + %)% - 3022 . 2(1 + £%)(22) _ 602(1 = 2%)

24t 1+ 3%
Because P/(2) > 0if 0 € 2 < | and P'(z) <0 if z > 1, then P has an absolute m um value when = 1.
In 1 month the most people will be infected, and 7.5% of the population will be infected.

A cardboard poster containing 32 in® of printed region is to have a margin of 2 in. at the top and bottom and
. al the sides. Find the dimensions of the smallest piece of cardboard that can be used to make the poster,
to the figure. We let the printed area bave width zin. and height y in. Because the margin is § in. at
the widen, the cardboard has width (x + g) in, Because the margin is 2 in. al the top and bottom, the height of
 the cardboard is (y + 4) in. Because the area of the printed region is 32 in.2. then

=3  y=32 ) ;

I A in.? is the area of the cardboard. then
Alz) = x+§)y+4)=(:*§X¥+4)a32+%+4:+%2 “ie

A(z) is defined for z > 0. Differentiating, we obtain
, Az) = —g’-;—’g +4 '
I A'(x) = 0 then s

A-8  «=b

Because A'(z) <0 i 0< 2 <§V/3 and A'(z) >0 if £ > 5V/3, then A(GV3) = 79.6 is an absolute minimum
valve. Substituting x = $1/3 into Eq. (1) we find y = 4/3.

The dimensions of the smallest piece of cardboard are §(1+ v/3) in. & 7.3 in. by 4(1 +/3) in. & 10.9 in.

ote that the cardboard and the printed region are similar rectangles.

‘R{z) dollars is the total revenue when = units aze sold: R{z) = 200z

©(z) dollars is the total cost of producing = units per day: C(z) = 227 + 40z = 1400

=) dollars is the profit for x units sold: P(z) = R{z) = C(z) = —22° + 160z ~ 1400, > 0

(z) = =4z 4160 = 4(40 —2). P(x)> 0 if <40 and P'(z) <0 if = >40. Hence P{x) has an absolute
imum value if = = 40. = The firm should produce 40 units daily.

R(z) dollars is the revenue when z units are sold: R(z) = pz = (140 — z)= = 140z - 2%

C(z) dollars is the total cost of producing = units per day: Cz) = =7 4+ 202 + 300
=) dollars is the profit for  units sold: P(z) = R(z) - Cfz) = =22 + 120z -300. = > 0

(2) = =42+ 120 = 4(30=2). P/(x)>0 if 2<30 and P'(z) <0 if = > 30. Hence P(z) has an absolute
imum value if z = 30 aad P(30) = ~2{30)% + 120(30) — 300 = 1500. » The maximum profit is $1500.

20. Find the shortest distance from the point P(2,0) to a point on the curve y? =22 =1, and find the point
th closest to P, ) . ,
o Aedcmuwc“ is least when its square is least and the square of the distance from point P(2,0) o the
Q(x,y) on the curve yz;-:zy; 1 is given by
s=(z=-2)°+
Hecause Q is on the curve, then 4% = 1+ r* Substituting into Eq. (1), we have
s(z)--(z-?)‘+(l+z’)=2:’-4z+5
d(z)=dz=a=4(=~1) _ -
Because :’Ez)<0 if r<1 and &(z) >0 if z>1 then 5{1) =3 ix an absolute minimum value. Also,
=1theny’ =2,y= =2
- ‘zn:esbom distance is /8 = /3 and the points on the curve that are closest are (1, = V2).

21. Let = be the square of the number of units in the distance from the origin o the point (z,y) on the I
=6; y=6~—3z Then
:t;:’-i-y’iz’ +(6-322 =10z —36c 4+ 36, € (-—o:,+oo ; () =202-36= 20(z ~3)
Beesuse () <0 if z < and #(2) >0 if = >§ then 2(3) = & is an absolute minimum.
A value of » that makes = an absolute minimum makes the d;smo; an absohfte minimum. el
Whenz =% y=6-32= ¥, 50 the closest point to the origi;: ;a !'1(3.5) at a distance of /10 units. v
line has slope —3. The line joining P to the origin has slope 3/ =5 Hence the two lines are perpendicular. |




‘x“l:?e!ﬁ ‘:t“tl:cradiu: :(‘:ll:.e semx::x;:ck.:ow:h:-;r ft is the width of the. mcung,k-. Then the hégl}tzof
zectangle is 4(32 — =1 — 2r). The window will admit the most light when its area is greatest. If A(r) it is
total area of the window thea - . it
A(r) = beed 42 J(32 = 71 = 20) = 3% - (b + 2, re[0 3] =k V() =32 (= +46 A%() = (;
Set Al(P) = 0: R =(=+4)yr= ;—3-2- i the only critical number. The radius of the semicirele is e

-1

32(=+2 3 32 c ; 2
the height of the mmgeas;[n-—i—n—’ = 3221 too. Sivee A7(227) < 0, these dimensions give s

relative maximum area, and by Theorem 3.9.1 they give the absolute maximum area. Because 135 &
interval, the extreme value theorem also applies.

Let one end of the 27.f girder touch the corner and the opposite wall of the -
i passageway. Sec the figure. If £ is the measure of the acute angle between
the girder and the passageway, then Scacfft of the girder in in the
passageway so 27 — 8 ¢sc 6 is in the corridor at right angles to the passageway.
Let st be the distance of the other end of the girder from the side of the
cortidor. We want to find the absolute maximum value of 5. Then
3(f) = (27— 8 cac O)cos § = 27 cos 0 — 8 cot 8, sin 0 € (4,1

)
#(8) = ~27 5 0 + 8 cxc?0 = 9;‘32-;’;,%"—’
Set o'(6) = 0: 27 sin®0 = 8; #in?0 = fi; sin 0 = § 5o that cos 0 = /5, cot @ = /5.
5 gt 27 = 00 5D 0mays = 273 /5) = B1VE) = 55, 3(8)| i pmy = 0

- 5(9) is continuous on a closed interval so the absolute maximum value of s is 5,/5.
The passageway must be at least 5,/5 = 11.2 ft wide.

Let the girder of length s ft touch the corner and two opposite walls, 2 ft from
the corner of the 15 ft corridor and y ft from the corner of the 10 ft corridor.
See the figure. We seek the absolute minimum value of 5. From similas right
triangles we bave y/10 = 15/z; y = 150 7°. Adding the hypotenuses, we get

-3
s(z) = V/z% 4 225 + /225002 =+ 100. §'(z) = —mEe . 225002 3
o(z)= V= #(z) T

2950057 - V2250022 + 100 4
— z = 2™ — z= :3_2250 y
Vv 22 ;7100(225 +27) VP ) :

‘Because #'(x) < 0 if x < ¥/2250 = 5318 and #(=) > 0 if = > 515, then s has "
‘an absolute minimum value whea z = 5¢/18.

“The beam may have leagth 1/509/18 = 100 +/753/12 + 225 & 2 35.1 fe.

Let V cubic units be the specific volume of the cone. Let r units be the radivs of the base, let b units be the

Beight, and A square units be the surface of the cone. We want to find the value of h/r when A has an
absolute minimum value.

iV = éﬁ?’h; A=3Vx 2 A= n\/;, +hiz Vit £ 225 (w3t = 9\":"2)‘/2. T €& (0,00).
DA =§(x'r + 923~ (4t _ 18V2r=3) = 223 =3(a2pt 4 9V 130 _8y-2y)
Because D A <0ift<(§w‘3v’)‘/°=roud DA>0ifr>r, A has an absolute minimum value when

‘rzryncaezi-:i:r ;2‘,2:-\/5.
2




28. A right-circular cone is 1o be inscribed in a sphere of given radivs. Find the
ratio of the altitude to the bas radius of the cone of largest possible volume.
> Refer to the figure. Let
» units be the radius of the cone
h units be the altitude of the cone
V cubic units the volume of the cone
We want to find h/r when V has an absolute maximum value, We have
V = bee?h (n
If the radius of the sphere is o units, then by the Pythagorean theorem
(’l & d), + =gt
2 = 2ah - 4? (2) ——

Substituting for 2 into Eq. (1), we obtain V as a function of h:
V(h) = §x(~h>+ 2ah)
We note that V is continuous on (0.2a). Differentiating, we get

Vi(h) = 3}:(-3"’ +40h) = ~3ah(h - gd)

Because V'(h) >0 if 0 < h < $a and V'(h) <0 if Jo <% < 2a then V has an absolute maximum value
h = 3a. Substituting into Eq. (‘2) we find

h_ 30
rzzgazz r:%ﬁc; ?::;7-2‘:\/.’-

= For the cone of largest volume, the ratio of altitude to base radius is V2.

30. Let f be the square of the distance from the point (z,y) of line Az + By + C = 0. Differentiating im
with respect to z: A+ By = 0, ' = =A/B. Then f(z) = (z =2, +(y=y,)%
S'(z) =2z~ z;) + 2y -y, )(~A/B) = 0 when y -y, = (BfA)(z - z,). Writing the equation of the line as
A(z—-2))+Bly—y,) = =(Ax, + By, + C) = —d, and substituting: A(r-z,) +(B’/.-\){:-x,) =-d,
= — i - B, _(A24+BHd? . : b
Tz, = -?Wmdsoy- n=—r pr T'bus f = AT - APLB? The minimum distance is
14| | A=, + By, +C| ) NS =57 s ol g
\/_A_'" Y 7 e F(2) =2+ 2(-A/BN-A/B) = 2+ 24%/B* > 0 =0 the critical point is a local

minimum and hence an absolute minimum.

31. The cross section of a trough has the shape of an inverted isosceles triangle. If the lengths of the equal
are 15 inches, find the size of the vertex angle that will give the maximum capacity for the trough.

o If A square units is the area of the cross section, then the capacity is 2 maximum when A is 3 maximum az
A= ;«b sin @ where a and b arc the measures of the lengths of two sides of the triangle and @ € (0,«) is
measure of the angle between these sides. Because sin 6 has 2n absolute maximum value when 8 = 3=, then
has an absolute maximum value when 0 = }x. Thus the vertex asgle should have radian measure i




