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RECTA TANGENTE Y DERIVADA

1. Definicion de recta tangente a la grafica de una funcion

Suponga que la funcion fes continua en x;. La recta tangente a la grafica de fen el punto P (x4, fx;)
es

D La recta que pasa por P tiene pendiente m x,, dada por:

lim flx1+Ax)—f(xq)
Ax—0 Ax ¥
r
1. Si este limite existe.
|
(D) La recta x= x ‘
(=), fix)))
lim f®1+80-f(*¥1) o5+ 00 0 — 0O
Ax—0* Ax
lim f®1+80-f(*¥1) o5+ 00 0 — 00 .
Ax—0~ Ax 7] i
Ejemplo 1

Encuentre una ecuacion a la recta tangente a la parabola y = x? — 1, en el punto (2,3). Dibuje la
parabola y muestre un segmento de la recta tangente en (2,3).
Solucién: Primero se calcula la pendiente de la recta tangente en (2,3), con f(x) = x2 —1, se

tiene de (1).

m (2) - lim f(2+Ax)—f(2)
Ax—0 Ax

. f(2+Ax)2—1]-3
= lim [£( )4—1]
AxX—0 Ax

. 4+4Ax+(Ax)% -4
= lim —————
AxX—0 Ax

. 4Ax+(Ax)?
= lim ——
Ax—0 Ax

- fim 4+ 82

=4
Asi, la recta tangente en (2,3) tiene pendiente 4, de la forma punto-pendiente de la ecuacioén de una

recta, y —y; = m(x — x4), se obtiene

y—3=4(x—2)
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La figura 6 presenta la parabola y un segmento de la recta tangente en (2,3)

y

2. Definicion de recta normal a una grafica

La recta normal a una grafica en un punto dado es la recta perpendicular a la recta tangente en ese
punto.

Ejemplo 2
a) Calcule la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) = x3—3x en el punto ( x;,f(x;)).
b) Determine los puntos de la grafica donde la recta tangente es horizontal y utilice estos

puntos para dibujar la grafica de f.

Solucion:

a) Al calcular f(x;) y f(x;+A x) se obtiene
foey) = x3 - 3x4
fx,+tAX) = (x; + Ax)3 — 3(x; + AX)

De (1)
. fx1+AX)—f(xq)
m ) = fim T
. (A X)3-3(x1 +Ax) - (x5 -3x1)

=1i
Ax—0 Ax

—lim x5+ 3x% Ax + 3 x1 (Ax)2+(Ax)3 — 3x1—3Ax— x5 +3x,
Ax—0 Ax
3x% Ax + 3 xq (Ax)%+(Ax)3 —3Ax

= lim
Ax—0 Ax
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Como Ax # 0, el numerador y el denominador pueden dividirse entre Ax para obtener
m (xy) = lim[3 x? + 3x;Ax + (Ax)? — 3]
X—
m (x;)=3x% -3

b-) La recta tangente es horizontal en los puntos donde la pendiente es cero. Considerando
m(x;) =0, se tiene

3Xf- 3=0
x2 =1
x1=il

Por tanto, la recta tangente es horizontal en los puntos (-1, 2) y (1, -2). Al localizar estos puntos y
algunos otros se obtiene la grafica mostrada en la figura 8.

El tipo de limite en (1), empleado para definir pendiente de una recta tangente, es uno de los mas
importantes en Calculo. Este limite es de uso frecuentemente y recibe un nombre especifico.

4 © =
-2
) = x* = 3%
FIGURA 8

3. Definicion de la derivada de una funcion

La derivada de la funcidn f es aquella funcion, denotada por f°, tal que su valor en un numero x del
dominio de f esta dado por

] T flx1+ Ax)—f(x1)
Fia) = Jim foue gl

Si este limite existe.
Si x; es un numero particular del dominio de f, entonces

f'(Xl) = Alpicr—{lo%’w (4)
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Ejemplo ilustrativo 2

Para la funcion f del ejemplo 3 se puede aplicar f’(x) a fin de obtener una ecuacion de la recta

tangente a la grafica de f en un punto particular. Por ejemplo, en el punto (2,; ) la pendiente de la

-3 .,
recta tangente es f'(2) = 7 Por tanto, una ecuacion de esta recta tangente es

3 3
y—5;=—,(x=-2)
4y —6= —3x+6
3x+4y—-12=0

La figura 9 muestra la grafica de 'y su recta tangente trazadas en el rectangulo de inspeccion [-4.7
,4.7] por [-3.1, 3.1].

Considere ahora la formula (4), la cual es:

)] T flx1+ Ax)—f(x1)
f (Xl) = A];TO%

En esta férmula considere:
X+ Ax =X (5)
Entonces,
“Ax > 0 “equivalea “x - X;” (6)
De (4), (5), y (6) se obtiene la siguiente férmula para £*(x;):
F(x) = lim fx) = f(x)

X1 X — xl
Si (x, y) es un punto de la grafica de f, entonces y =- f(x), y y’ se utiliza también como una

notacion para la derivada de f(x). Con la funcion f definida por la ecuacion y = f(x) se considera
que

Ay = f(x + Ax) — f(x) (8)
Donde Ay se denomina incremento de y y denota un cambio en el valor de la funcion cuando x

varia de Ax. Al utilizar (8) y escribirz—z en lugar de f’(x), la formula (3) se transforma en

dy y Ay
X ardoAx
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Ejemplo 3

Determine la derivada de f'si

=2

Solucioén. Si x es un nimero del denominador de f, entonces (3)

f(x+ Ax) — f(x)

' .
x) = lim
f ( ) Ax—0 Ax
3 3
= lim x+Ax x
Ax—0 Ax
3x-3 (x + Ax)

 Ax—0 Ax () (x+ Ax)
. —3Ax
= lim ————
Ax—0 Ax(x)(x + Ax)
-3
m
Ax—0 x(x+ Ax)

Por tanto, la derivada de fes la funcion > definida por f'(x) = ;—23 El dominio de f” es el

conjunto de todos los nimeros reales excepto 0, el cual es el mismo que el dominio de f.

[~4.7,4.7) por [-3.1,3.1)

-l
Jx) -

FIGURA 9
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Ejemplo 5
dy .
Calcule é siy =+/x
Solucién
Se ha dado y = f(x) donde f(x) = x.

dy y Ay
dx M0 Ax

= lim f&1t20-f(x1)
Ax—0 Ax

= lim Vx+ Ax — \x
Ax—0 Ax

A fin de evaluar este limite se racionaliza el numerador .

dy _ (Vx = Ax — Vx)(Wx + Ax + Vx)
dx — ax-0 Ax (Vx ¥ BAx + V)

_ Ax

= A e s

Al dividir el numerador y el denominador entre Ax (ya que Ax # 0) se obtiene
dy ) 1

— = lim

dx Ax—=0 \/x + Ax + \/;

1
2Vx

Otras dos notaciones para la derivada de una funcion f son

d
T [f ()] y Dy [f ()]

Otras dos notaciones pemite indicar la funcion originalo en la expresion para la derivada. Por
ejemplo se puede escribir en el ejemplo 5 , como:

dy - .
E (\/)_C) T 2Vx 0 cono Dx(\/z) T 2Vx

Por supuesto, si las funciones y las variables se denotan por otras letras diferentes de f,x y y, las
notaciones para la derivada deben incluir estas letras. Por ejemplo, sdi la funcion g esta definida
por la ecuacion s = g(t) entonces la derivada en g puede indicarse en cada una de las siguientes
formas:

ds

g® T =g D, = g(x)
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Problemas

En los ejercicios 1 a 6, obtenga una ecuacion de la recta tangente a la grafica de
la ecuacion en el punto dado. Dibuje la grafica de la ecuacion y muestre un
segmento de la recta tangente en el punto.

1.y =9 —x%(2,5)
fx) - f(2)
x—2

m(2) = J1(11)1%
— lim (9—=x2) - (9-22)
x—2 xX—2
. —(x%?=2%)

lim
x—-2 x—-2

lim— (x — 2)

xX—2

—_4

Exercise |

La ecuacioén de la recta tangente es:
y=—-4(x—-2)+5
y= —4x+13

4.y =x*>-6x+9;(3,0)

. _
m (3) = A]}Cr_r)lo flxa+ AXC; f(x1) 10+ !

— lim [C+a0-1(3) ;
Ax—0 ax ’\ /

= lim [(3+2%)2%-6 (3 +Ax) +9]-0 r\\ /

Ax—0 Ax < /
. 94 6Ax + (Ax)?—18—6Ax +9 4 \
= lim . /
Ax—0 Ax 5
i hindhos 1 I

= lim (Ax)? -2 | ." 4
Ax—0 Ax Exercise 4

=0

X
>

6

La ecuacidn de la recta tangente es:
y=0(x—-3)+0

y=20

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



Smgmgm> | UNIVERSIDAD
: 4efW: TECNOLOGICA
“ sy £ | DE PANAMA

5.y=x3+3;(1,4)

m(1) = lim27 F |
x—1 x—1 i+ ’
— lim (x3+3)—-(13+3) &k lf
x—1 x—1 ol
3_ 43
— ]imu ,C
x—1 x—1 j Z .
= lilm(x2+x+1) S T
xX—> i
Exercise 5
=3

La ecuacioén de la recta tangente es:

y=3x—-1)+14

y=3x+1

En los ejercicios 7 a 10,

a) Determine la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f en el
punto (x4, f(x1)). b) Determine los puntos de la grafica donde la recta
tangente es horizontal y utilice a estos puntos para dibujar la grafica.

8. f(x) =7 — 6x — x?

a) Aplicando la formula 1, tenemos

— i fle1+ Ax)—f(x1) :
m(x,) = lim L2222/ 7 y
(r) = lim =

— 1: [7 -6 (x1+ Ax)—(x1+ A%)2]—(7—-6x1— x%)
= lim — 1

Ax—0
= lim [7 — 6x1— 6AX —x%— 2x1Ax—(Ax)2]—7+ 6x1+ x%
Ax—0 Ax
2
= |jm =6Ax = 2x14x - Ax
Ax—0 Ax
=lim -6- 2x1— Ax
Ax—0
=6 — le
b) m(x;) =0 ,cuando x; = —3y{f(-3)=16, asi que la grafica tiene una tangente horizontal

de (-3, 16). Otros puntos de la grafica son (-7, 0), (-5, 12), (-3, 16), (-1, 12) y (1, 0).
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9.f(x) =x3—6x—9x—2

f(x) - f(x1)

a) m(x,) = xlgjrcll o

(x3-6x2+9x-2)—(x3— 637+ 9x,-2)

= lim
X—X1 X— X1
— Jim (A g XM | Xl
X—>Xq X— X1 X— X1 X— X1
= x]i_>rjrc11[(x2 + xx+ x¥)—6(x+ x)+9] :{:

=3xf —12x; +9
=3(x% —4x; +3)
=301 = 1)(x; — 3)

b/) m(x;) =0 cuando x; =1,f(1) =2 yx; =3,f(3) = —2, asi que la grafica tiene una
tangente horizontal de (1,2)y (3, -2)

En los ejercicios del 21 al 30
a) Aplique la formula (7)
b) Aplique la formula (4)

21.f(x)=i ; X1 =6

x—2"'
1 8 8
£(6) = li —
(©) xl—r%x—6(x—2 6—2)
. 8 1
= lmC -
. 8 6—Xx
- lgi(ﬁ_(x—z)z})
. -2
= Iim()
-1
T2
6 = I 1 8 8
= e T a2z -2
- lim & 1
_rlll—{lc:loAx(4+Ax 4)
= lim = (—2 )

n—oo Ax * 4(4 + Ax)

. -2
= lim
n—ooo 4 + Ax
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i =2 Nx—V4
_hm_(\/E\/z;)

x—4 X—4

- 1im =2 (228)

-2

. -2
= lim o Jovaa

-2

16
-1
8

A4 = lim - [—2 1 _ (2 _
f (4) _Alplcr—r}oAx [\/m 1 (\/Z 1)]

=lim i[—1 - i]
Ax—0 Ax "4 + Ax Va

:llm i[\/z_ \/4-+Ax
Ax—0 Ax Vx4
23. f(x) =senx; x; =0

senx —sen0

£(0) = lim—"—

sen x

= lim
x-0 X

sen (0+Ax)—sen 0

10) — i
f Jlim o

. sen Ax
= lim —=

Ax—0 Ax

=1
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30. f(x) =cscx; x4 = ;T
, (17 . cscx—csc%ﬂ
Fr () = tim e
2 x>0  x-—3m

1 1
csc( =T + Ax) —cscom

= lim
Ax—0 Ax
1 1
_ hm E(ETE + Ax) -1
Ax—0 Ax
1
= fim s
Ax-0 Ax

1- cos Ax

= lim .

Ax—0 COSAX  Ax—0 Ax
=0.1

=0

En los ejercicios 31 a 36, determine f'(x) aplicando la formula (3)

3. f(x) = 4
fl(x) — Al}cr_r)lof (x + ifc) —f(X')
= lim 22— &Y
Ax—0  Ax
= 0

33.f(x)=7x+3

f(x+ Ax) = f(x)

, .
x) = lim
f ( ) Ax—0 Ax
. 7(x+Ax)+3]|-7x+3
— lim [( ) ]
Ax—0 Ax
. 7 Ax
= lim —
Ax—0 Ax

=7
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35.f(x) =4 + 5x — 2x?
[ (x+ Ax)—f(x)

/ T
F= L
i (4+5x+2x%) —(4 + 5x — 2x?)
N alclgalc x-x
. x—x x2-x2
- ;lcl_r}glc[ 5 x-x 2 xz—xz]

=chi£r916[5—2(x+x)]
=5—4x
En los ejercicios 37 a 40, calcule la derivada indicada
d 3
37. E ( 8 —x )

. 8—(x+ Ax)3]—(8-x3)
|
A;chEO Ax

8 — x% — 3x2Ax — 3x(Ax)%— Ax3]—(8—x3)
= lim [
Ax—0 Ax
. - 3x2Ax — 3x(Ax)?— Ax3]
= lim [
Ax—0 Ax

= lim 3x% — 3xAx — Ax?
Ax—0

= 3x?

2r+ 3

.D
39 T(ST -2

)

1 2(r+Ar)+3 2r+3]
noow Ar "3 (r+Ar) -2 3r-2

T [(2r+3)+ 2AD,](3r—2)—(2r+ 3)[(3r— 2) + 3Ar]
= lim
n—oo Ar [ 3 (r+ Ar)—2](3r-2)

2Ar (3r—2) — 3Ar (2r+ 3)
n_I)rolo Ar [3 (r+ Ar) — 2](3r-2)

. - 13 Ar
nl_r)l;lo Ar [ 3(r+ Ar)—2](3r—2)]

- 13
nl—r};lo [3(r+ Ar)-2](3r— 2)]

_ -13
(3r—2)2

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



N emam UNIVERSIDAD

: ef¥:  TECNOLOGICA
> g ¢ty & DE PANAMA

C d
En los ejercicios 41 a 44, encuentre d—z

6
41.y =3x + F

dy y f)—f(x)
—_— = Im—
dx  x-x X —X

. 1 6 6
= lim = [(3x +5) - Bx + )]
- x=x, 6 4 r_ 1
—)1(1_1;1)16[3 x—x+ x—x+ (x2 x2 ]
Cm[3EE 4 (Ll L
—JICI_I)I}CB x—x+ x—x+ (x2 x2 ]
. 6 x2—x?
=im3+ —— (57
RT _ 6(x+x)
—)161_1};[3 x2x? ]
12 x
12x
_3_x_3
42.y= Yx
dy . f(x)—f(x)
— = lim——
dx x>x x—Xx
—l x1/3—x1/3
_XII)I;IC (x1/3)3_(x1/3)3
x1/3_x1/3

T R )a e x e )

. 1
N }cliralc (x1/3 )2 + x/3x"3 4 (x1/3 )2

1

-2 2 2
x/3+x/3+x/3
1

3x2/3

= E x_2/3
2
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1
43.y =
YT -1

VEDs,,
,
*

o

dy . f)-f®
— = lim——~=
dx XX X —X
— Qi L 1 _ 1
=lim = [(55) - =)
= lim —(Vx=1-Vx-1)
xox [(x—1)—(x-1)Vx—1Vx—1
= lim -1
x-x [(x=1)—-(x-D)Vx—1Vx-1
= lim ———
x-x 2 (x—1)72
-1
2
44.y =
Y 2x—5
ay _ g fOO-f()
dx ~ xox XX
4 4
= lim 2(x+Ax) -5 2x-5
Ax—0 Ax
4 4
= lim 2(x+Ax)—5 2x—5
Ax—0 Ax
4 4
— lim 2(x+hx) -5 2x-5 (2x=5)[2(x+ Ax)-5]
Ax—0 Ax "(2x-5)[ 2 (x + Ax)-5]

. . (2x-5) = [2 (x + Ax)-5]
=4 Alplcr—r}o (2x-5)[2 (x + Ax)—-5] Ax

—4 i - 2Ax
A;lcr—r}o (2x-5)[ 2 (x + Ax)-5]Ax
-2

4 Alalcrjlo (2x-5)[2 (x + Ax)-5]

-8
(2x-5)(2x - 5)

—_~8
(2x-5)2
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DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD

El proceso de calcular la derivada de una funcion se denomina diferenciacion; esto
es, la diferenciacion es la operacion mediante la cual se obtiene la funcion f. a partir
de la funcién f.

Si una funcion tiene una derivada en x4, se dice que la funcidn es diferenciable en x;. Una funcioén
es diferenciable en un intervalo abierto si es diferenciable en cada numero de su dominio, entonces
se dice que es una funcion diferenciable

Ejemplo 1
Sea f(x) = x'/3

a) Muestre que f no es diferenciable en 0 aunque es continua en 0.
b) Trace la grafica de f

Solucion %
a) Alaplicar la formula (7) de la seccion 2.1, se tienesi =771 A
el limite existe. .—ﬂ

1
x-0 x—0 |=6, 6) por |4, 4)
x1/3 ~o fix) = &P
= lim
x—0 x FIGURA 1
=lim
x—0 x2/3

Pero este limite no existe, Por tanto, f no es diferenciable en 0. No obstante, f es continua en 0
porque:

lim f(x) = limx /3
x—0 x—0

=0

=f(0)

b) La figura la muestra la grafica de f trazada en el rectangulo de inspeccion de [ -6, 6] por [-
4,4].

Ejemplo ilustrativo 3

Para la funcion f del ejemplo 1, como
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. f 0+ Ax) —£(0)
lim =
Ax—0 Ax
1
/3 _
= lim @ s-0
Ax—0 Ax

1
" Moo a0k

=4 o0

Se concluye por la definicion de 2.1.1 (i1), que x = 0, es la recta tangente a la grafica de f
en el origen.

Del ejemplo 1y del ejemplo ilustrativo 3, la funcion definida por f(x) = x /3 tiene las
siguientes propiedades:

1. f escontinuaen 0.

2. f no es diferenciable en 0.

3. La grafica f tiene una recta tangente vertical en el punto donde x =0

En el siguiente ejemplo ilustrativo se tiene otra funciéon que es continua pero no es
diferenciable en 0. La grafica de esta funcion no tiene recta tangente en el punto donde x = 0.

Ejemplo ilustrativo 4

Sea f la funcidn valor absoluto definida por:

fx) = |x]|

La grafica de esta funcion se muestra en la figura 2. De la formula (7) de la seccion 2.1, si el limite

existe.
x)—f(0

0 = 1 [Q SO

x—0 x—0

fix) = |z

FIGURA 2
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Debido a que lim lj;—' # lim li—l , se deduce que el limite bilateral lim ljz—l no existe. Por tanto, f*(0)
xXx— x— xX—
ot = 0

no existe, de modo que fno es diferenciable en 0. Dado que no se cumple la definiciéon 2.1.1 cuando
x =0, la grafica e la funcion valor absoluto no tiene recta tangente en el origen.

Como las funciones de; ejemplo ilustrativo 4 y del ejemplo 1 son continuas en un numero, pero no
son diferenciables en ese numero, se puede concluir que la continuidad de una funciéon en un
numero no implica la diferenciabilidad e la misma en el punto en cuestion. Sin embargo, la
diferenciabilidad implica continuidad, la cual se establece en el teorema siguiente.

1. Teorema
Si una funcion f es diferenciable en un numero x;, entonces f es continua en x;.
2. Definicion de derivada lateral

(1) Si la funcion f esta definida en x;, entonces la derivada por la derecha f en x;, denotada por
f’x,, esta definida por

fQq + Ax) — f(x1)
+ Ax

fO) = fx)

X — X

f’+(x1) = A}Cif)%

f’+(x1) = xl_gcf}r

Si existe el limite.

(i1) Si la funcion f esta definida en x4, entonces la derivada por la izquierda de f en x;, denotada
por f'x, esta definida por

[+ Ax) — f(x1)

f_(x) = A)lcl_r)%_

Ax
F = g K221

Si existe el limite
Ejemplo ilustrativo 5
En el ejemplo ilustrativo 2 de la seccion 1.8, se obtuvo el mddulo matematico.

2x si 0=x=<10

Cix) = !
ldx + 6 s 10 < x

Donde C(x) dodlares es el costo total de x libras de un producto. La gréafica de C se presenta en la
figura 7. En la seccién 1.8 se mostrd que C es continua en 10. Ahora se determinara si C es
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diferenciable en 10. Puesto que C estd definida en trozos, se calcularan las derivadas laterales en

10.
c(x)— €(10)

, . c(O-c(10) , L
¢-(10) = xE{%— x—10 ¢, (10) = xl_1r1%+ x—10

2x — 20 . 1,4x+6)—20
— im Ax+6)-20

= lim
x—10- x—10 x—10% x=10
. 2(x—10 . 1.4 (x —10
= lim 2x-19) = lim 14 _10)
x—>10- x—10 x—-10t x-10
= lim 2 = lim 1.4
x—10~ x—10*%
=2 =14

Como C'_(10) # C',(10), entonces C no es diferenciable en 10

-

& x
10 0
[ 2s i O=sxs 10

x) =
= ar a6 sil0<x

FIGURA 7
Ejemplo 3 Sea

1 sid<x<bh
x

fix) =
1-}1 sib=sx

a) Determine un valor de b tal quef sea continua en b.
b) Dibuje la grafica de f con el valor de b determinado en el inciso (a)
c) (Es diferenciable f en el valor de b determinado en el inciso (a)?

Solucion

a) La funcion fsera continua en b si lirlr)l_ fx)=f(Mb)y liI;()lJr fx) =f(b)
x— x—

. T 1
Jggj(x)— Jim (11— 2x)

. i 1
S = i

b
4

S| =
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f(b) =1- %b, por tanto, f sera continua en b si
1_._%
b 4
4 = 4b — b? .
b2 —4b+4=0
(b—2)2 =0
h =
fix) = Fllr' LI fu}:{;ll §0<x<?
1-2x sil2<zx 1-%1 W22

FIGURA &

Y fes continua en 2.

b) La grafica de f se presenta en la figura 8
c) Para determinar si f es diferenciable en 2 se calcularan en f'_(2)y ', (2).

' 1 f)-f(2) ’ i f)-f(2)
L= i = i L
11 ETNE!
= lim 2 = lim —( )2
x—2~ X—2 x—2+ x—2
= lim =2 = i
x—2— 2 (x=2) - x—-2+ (x=2)
= lim — = lim ——=
T xo2m 2x x-2% 4 (x=2)
_1 -1
4 4

Como f'_(2) = f',(2), se concluye que f'(2) existe, y en consecuencia, f es
diferenciable en 2.
Problemas

En los ejercicios 1 a 20, haga lo siguiente:
a) Dibuje la grafica de la funcion
b) Determine si f es continua en x4

¢) Calcule f'_(x)) y f', (x1)
d) Determine si f es diferenciable en x4

4. f(x)=1+|x+ 2| X1 = —2
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I =(x+2)six< =2
=1 1) six > -2

={—x—1 Ssix < —2
x+3six =2 -2

a) La grafica se muestra a la derecha

b) Porque f(-2) =1,y
Jim f() = lim (—x—1) Jim f(x) = lim (x+3)
=1 =1
Por lo tanto, f es continua en -2.

c¢) Por definicion 2.2.3

vi—xsix<1

9-f®) ={(1—x)2si1 <x 7 1

f=01-x7
=0

b) lim f(x) = limv1—x lim f(x) = lim (1 - x)?
x—-1 x—1 x-1 x—-1

=0 =0
Como lin} f(x) = 0=1{(1), entonces f es continua en 0
xX—

(x) 1 (x)-fQ
Of (1) = lim £2-T0 £ = lim [O-Q \L

~ lim Vi—x -0 — lim (1-x)?-0 -x)2-0
x-1~ —(1-x) xo1+t  x-—-1 ’»
-1 _ _ £
TR TR .

=0

=—00

d) Como f'_(1) # f', (1),f'(1) no existe, entonces f no es diferenciable en 1

—9six<3
12. _ X =3
f) = {6x 18 si 3 <;\cx1

a) La grafica es mostrada del lado derecho
b) Debido que f(3) =6(3) —18=0
Jim f(x) = lim (6x —18)

lim f(x) = lim (x2-9)
x—-3~ X3~
=0

=0

Por lo tanto f es continua en 3
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c) Dada la definicion 2.2.3 y la definicion de 2.2.2.
F@=JmEEE sy @)= i O
2_g)— —18) -
_ lirgl (xx 93) 0 _ lir§1+ (6xx183) 0
X—-3" - X -
= lim (x + 3) = lim 6
x—3~ x-3%

=6 =6
d) Debido a que f'_(3) = f"_ (3), entonces {’(3) existe y f es diferenciable en 3. En la figura

se nota que la curva estd en x =3

13. f(x) = Yx + 1 x;= —1
b) lim f(x) = lim (x +1)"/3 f(=1)
x— -1 x--1
)
= }_ ‘e
Asi que fes continua en -1. i |

@ f_(-1) = f, (-1 1 \

- lim ¥ -fCD [ ~

x—>—1 xnltl " ] \

. x+Da-0 ‘ \ 3

= x]l)rill —x+1 |‘ PR B . ;:—.

= lim ——~ I

x——1(x+1) /3
= + o0

e) f'_(-=1) = f'_(=1), como f(-1) no existe y no es diferenciable en -1. Aca la tangente

es vertical y es 0.
14.f(x) = (x — 2)72 X, =2
f mno es definida en 2 por lo tanto f no es continua, no existe la derivada por lo tanto f no es
diferenciable en 2.

il s 0
16. f(x) = X i x = 5 =0
£ siD.< x '

a) La grafica es mostrada a la derecha
b) Como f(0) =0,y
: i 2/ : i (2
lim f(x) = lim (—x/3) Jim f(x) = lim (—x/3)

=0 =0

Entonces f es continua en 0.
c) Por definicion de 2.2.3y 2.2.2

' _ . f(x)=f(0) ! _ . f(x)—-£(0)
f12(0) = lim ——= y f@) = lim ——=
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2/
. —x/3 .
= lim = lim —
x-0" X x-ot X
. -1 . 1
=lim — = lim ——
x—-0" x /3 x—ot x /3
= +oo

d) Como f' (0) = +oo, por lo tanto f(0) no existe y f no es diferenciable en 0. La tangente es

vertical en el punto cuando x =0

n? sixs2
19. fi( =I = 2
b | x? 512 <x “

i )= g3t i S0 = iy 2

~ 12 =8
Como ligl_ f(x) # lirgl+ f(x), f no es continua en 2.
x— x—
) i fO-F@ , o fO-F@ 4 '3
Af(2)= xllgl- x-2 f.@2)= xllgl+ x-2 *\ -.:E //
ok J
. 3x%2-12 . x3-12 -
= lim = lim
x—2— X—2 x—2- X—2
= iy 3¥-2@+2) - % |
x—-2~ x—2 -

= lim 3 (x + 2)
xX—27

=12

d) f no es continua en 2, por lo tanto f no es diferenciable en 2

20 f =¥+ six<-l
1 -x? si-ls=ux L \ }
a) Las grafica es mostrada del lado derecho 2k
b) Debido a S Bt v mr
lim f(x)= lim (x*+1) ﬁ
xXx—->—1" x— -1 X \
:2 )

. _ . A2
lim f() = lim (1 x?)

=0
Entonces el lim f(x) no existe y f es discontinua en -1
Notando que hay un salto en la grafica en el punto cuando x = -1

¢) Como f(-1) =-1—(—1)% . Por definiciéon de 2.2.3y 2.2.2

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



L./ ‘v« UNIVERSIDAD
¥ TECNOLOGICA

LM Eng 1y,

oy ity DE PANAMA
1o _ . f)-f(-1) 1o — . f)-f(-1)
flo=0 = lim =2 flo=0 = lim =
- (x2+1)-0 s (1-x%)-0
x—>—1— x—(-1) x--1t x=(-1)
=— 00 = lig}+(1 —x?)
=2

d) Como fes discontinua en -1, entonces f no es diferenciable en -1

Los ejercicios 21 a 26 tratan de la funcion continua f cuyo dominio es el conjunto
de todos los numeros reales y cuya grafica se muestra en la figura adjunta.
Suponga que cada porcidn de la grafica que parece ser un segmento de la recta.
En cada ejercicio haga lo siguiente:

a) Defina como funa funcion a trozos
b) Encuentre f' (—1)

c¢) Encuentre f' (—1)

d) Encuentre f' (0)

e) Encuentre f_ (0)

f) Encuentre f' (1)

g) Encuentre f' (1)

h) ¢ En que nameros f no es diferenciable?

(x+1)?%six < —1
a) f)={ 2x+2si—1<x <0}
—x+2si0<x <1

x2 si ox>1
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, _ F)-£(=1)
b f_(=D= lim ===
(x+1)%2-0
o x->—-1— x+1
- Jim e
=0
oy df',(1)=7f"_(0)
=2
e)yf)f 0= f_1)
-1
, L ) =)
9f +(1) = leanfT
x%-1
- xlgl*' x—1
=2

h) f no es diferenciable en -1 porque f'_(—=1) # [’ (—=1);en 0 porque f'_(0) # f' (0);y
enldebidoa f' (1) # f' (1)

25.

—2x—1s1x<—1
fx)={x%si —1<x <0
—x?si0<x <1

x—2s1x<1
PN — i JOO-F(=1)
a) f'_(-1)= Jim =T

_ x%-1

x->—-1"x+1

= lim (x—1)

x—->—-1"
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b) f',(-1)= -2
Doy s FG=F(0)
o) f'_(0) = lim —=—==
. x?
= lim =
x-0" X
= Jim ()
=0

d) fl+(0) = lim fx)-f(0)

= lim —
x—0t X
= lim ()
/ i fOO-F(D)
e) fl_(1)= lim —=——~—
= lim (_xz)_(_l)
x-1" x—1
- Jim —Gc+ )
=2
/ i JOO-F(D)
H f)= lim=——

=1
g) F no es diferenciable en 1 porque f'_(1) # f'_ (1)

26.

Y y=(-D"ae

—x? six <-1

a) fx)= ¥ si—-1<x<1
x—1D% +1six>1
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b) fl+(_1) — hm f(x)_f(_l)

x-—-1 x—(-1)

= lim, X—CD
x——1*% x+1

- xl—}r—rb' —Gr-D

=2

C) fl+(_1) — hm f(x)_f(_l)

x-»-1 x—(-1)
x3-(-1)
x-»>—1t x+1

— : 2
= xgr_ri+(x —-x+1)
=3

d) Ye)f'_(0)= f',(0)
i LR ©

x—0 x—0

ey — e SO = f(D)
NE-=Jm=——7"

x3-1

= lim
x—1— x—1

=lim (x> +x + 1)
x—-1"

+ x—-1t x—1

m ——-
x-1 (x— 1)2/3

:_I_m

h) f no es diferenciable en -1 porque f'_(=1) # f' (—1);yen 1 porque f’ (1) no existe.
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Teoremas sobre diferenciacion de funciones algebraicas y derivadas de orden
superior

1. Teorema regla de diferenciacion de una constante
Si ¢ es una constante y si f(x) = ¢, entonces f'(x) =0
Dx(c) =0

2. Teorema regla de diferenciacion de potencias (para potencias con
exponentes enteros positivos)
Si n es un numero entero positivo y si f(x) = x™, entonces
fl=nx"1
D,(x™) = nx™1

3. Teorema regla de diferenciacion para el producto de una funcion por una
constante

Si f es una funcidn, ¢ es una constante y g es la funcion definida por
g(x) =c.f(x)
Y si f' existe, entonces
g'(x)=c.f'(x)
4. Teorema regla de diferenciacion para la suma
Sify g son funciones y si h es la funcion definida por
h(x) = f(x) + g(x)
y si f'(x) y g'(x) existen, entonces
W)= f'(x)+ g'(x)
Dy[ f(x) + g(x)] = Dxf(x) + Drg(x)
S. Teorema

La derivada de la suma de un numero finito de funciones es igual a la suma de sus derivadas si
estas derivadas existen.

6. Teorema regla de diferenciacion para el producto

Sify g son funciones y h es la funcion definida por

h(x) = f(x).g(x)
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y si f'(x) y g'(x) existen, entonces
h'(x) = f(x)g'(x) + g f'(x)
7. Teorema regla de diferenciacion para el cociente
Si fy g son funciones y h es la funcion definida por

- f®
h(x) = pr donde g(x) # 0

ysi f'(x) y g'(x) existen, entonces,

h(x) = g f (x)-f)g’ (x)

[g(x)]?
D [f(x)] _ g(xX)Dyf (x)—f(x)Dxg(x)
*Lg(x) [g(x)]?

8. Teorema de diferenciacion de potencias (para potencias con exponentes
enteros negativos)

Si f(x) = x~™, donde -n es un numero entero negativo y x # 0, entonces
f'(x) = —nx™*
Problemas

En los ejercicios 1 a 24, obtenga la derivada de la funcion por medio de los
teoremas de esta seccion.

12.6(y) =y° +7y° —y3 +1
G'(y) =10y°"1 +7(5y51) —3y314+0
= 10y° + 35y* — 3y2
) 1
13.F(x) =x“+3x + s
=D, (x?) + D,(3x) + D, (x72)
=2x+3—2x73
=2x+3-=2
X
3
x3

14.f(x) = +

X3
3
D

M Gx?’) + D,(3x73)
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16.f(x) =x*—5+x7% +4x7*
=4x* 1 —0—-2x"2"1 4+ 4(—4)x 41
=4x3 —2x73 —16x7°
19.f(s) = V3 (s® — 5?)
=3 D,(s% — 5?)
=+/3 (352 = 25)
21.f(x) = (2x* — 1)(5x3 + 6x)
= (2x* — 1)D,.(5x3 + 6x) + (5x3 + 6x)D, (2x* — 1)
= (2x* — 1)(15x% + 6) + (5x3 + 6x)(8x3)
=30x°% + 12x* — 15x% — 6 + 40x° + 48x*
=70x® + 60x* — 15x% — 6
21.f(x) = (4x* + 3)?
=D, (4x? + 3)(4x% + 3)
=D, (4x? + 3)(4x? + 3) + (4x% + 3)D, (4x% + 3)
=8x (4x? + 3) + (4x% + 3)(8x)
=64x3 + 48x
24.f(t) = (3 — 2t + 1)(2t% + 30)
= (3 — 2t + 1)D,(2t*> + 30) + (2t% + 30)D,(t> — 2t + 1)
=(t3 — 2t + 1)(4t) + (2t? + 30)(3t2 — 2)
=4t* — 8t2 + 4t + 3t3 — 6t + 3 + 6t* + 9t3 — 4t% — 6t
=10t* + 12t3 —12t* -8t +3

En los ejercicios 25 a 36, calcule la derivada aplicando los teoremas de esta
seccion. En los ejercicios 25 a 30, apoye la respuesta trazando en la graficadora
la grafica de su respuesta y de la derivada numérica en x, en el mismo rectangulo
de inspeccion.
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25.D,[(x* —3x +2)(2x3 + 1)]
=(x?—-3x+2)D,(2x3+ 1)+ 2x3+ 1)D,(x?> —3x + 2)

=(x%? = 3x +2)(6x?) + 2x3 + 1)(2x — 3)
=6x* —18x3 + 12x% + 4x* — 6x3 + 2x -3

=10x* — 24x3 +12x%2 +2x -3

27.D ad
. x(x_ 1)

_ (x—1)Dyx—x (Dx(x—1))
(x - 1)2

_ G-D@M-x (D)
(x-1)2
__ -1
(x - 1)?

d (xz +2x + 1)
dx x2-2x+1
_ (x%+2x+1)Dy(x?—2x+1)— x2—2x+1(Dx(x?+2x+1))
N (x%2-2x+1)2

_ (x?+2x+1)(2x—2)—( x%—2x+1)(2x+ 2)
(x2-2x+1)2

_2 (x+1)?(x+1)—2(x+1)?(x-1)
[(x = 1)?]?

_ 2 (x-1D)(+D)[(x-1)—(x+1)]
(x = 1)*

_2(x+1)(-2)
(x-1)3

4 (x+1)

S (x-1)3
1 d 5t
“dt 1+2t2)

_ (1+2t2)D(5t)-5¢t (De(1+2t2))
N (1+2t2)2

_ (1+2¢2)(5)-5¢t (41)
(1+2t2)2

_ 5+10t2-20t?
(1+2t2)2
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_ 5-10t?
 (1+2t2)2
3
y>—8
)

33.—
dy (y3 +8
_ (*-8)By»H-(¥*+8)3y?)

(y3+8)?

_ 3y? (y3-8+y3+8)
(y3+8)2

48y?
(y3+8)2

x+1
(x? -2x"1+1)]

36.D
x[xz +3
_ x5+x3-x%2-2x"1+1 «x
D[ x2+3 'x]
xO+xt—x3+ x-2
=Dyl x3+3x ]
_ (x243%) Dy (xC4+xt—x3+ x—2)— (xO+x* —x3+ x—2) (D¢ (x3+3x))
(x2+3)2

_ (x243x)(6x5+4x3-3x2+ 1) (x®+x*—x3+ x—2)(3x2+3)
(x2+43)2

_ 3x8+16x6+9x*—8x3+6x%+6
x2(x2+3)2

Derivadas de una funcion compuesta y regla de la cadena

1. Teorema regla de la cadena
Si la funcién g es diferenciable en x y la funcidn f es diferenciable en g(x), entonces la funcion

compuesta f o g es diferenciable en x, y
(fog)'()=f"(g(x))g'x)
D,[f(w)] = f'(w)D,u

Problemas
5.f(t) = (2t* — 7t3 + 2t — 1)?

=D, (2t* — 7t3 + 2t — 1)?

=2Qt*=7t3+2t -1 p,(2t* =73 + 2t — 1)
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= 2(2t* =768 + 2t — 1) (863 - 7> - 2)

7.f(x) = (x? + 4)72
==2*+4)7°D,("+4)
=—2(x%?+4)3 (2%

10.G(x) = sec®x
=2 sec?1D, secx
=2 secx secx tanx

12.f(x) = cos(3x* + 1)

= —sen(3x% + 1)D,(3x? + 1)
= — sen(3x% + 1)(6x)

14.i (2 sen3t cos?t)
dt
=2 [D.(sen3t).cos? t + D;(cos? t)(sen3t)
=2 [3 sen®tD,(sent).cos? t + (2 cost) D (cos t)(sen3t)
=6 sen’tcost — 4 sen* t cost
16.% [(4x% + 7)2(2x3 + 1)4]
=(4x%2 + 7)?2 D,,(2x3 + 1)* + D, (4x% + 7)? (2x3 + 1)*
= (4x? + 7)%[4(2x% + 1)3D,,(2x3 + 1) + [2(4x?% + 7) D, (4x% + 7)(2x3 + 1)*]
= (4x2 + 7)?[4(2x3 + 1)3(6x2) + [2(4x? + 7)(8x)(2x3 + 1)%]
=24x2(4x% + 7)?2(2x3 + 1)3 + 16x (4x? + 7)(2x3 + 1)*
18.£(8) = (21&2 + 1)2
3t3+1

2t%+1 2t%+1
~2Ga) P Ga)

_ (2t2+1) ((3t3+1)(4t)—(2t2+1)(9t2))
3t3+1 (3t3+1)2
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_ (2t2+1) (—t4—9t2+4t)
3t3+1 (3t3+1)2

_2t(2t2+1)(6t3+9t-4)
(3t3+1)3

19.g(t) = sen®(3t>* — 1)
=2 sen(3t? — 1)D,sen(3t? — 1)
= 2 sen(3t? — 1)cos(3t? — 1)(6t)
= 6t sen(6t? — 2)
21. fix) = (an’x — x%)
= 3(tan’x — x*)?D,(tan’x — x*)
=3 (tan?x — x*)?[2 tanx (sec*x) — 2x]
=6 (tan’x — x?)%(tanx sec’*x — x)
24.f(x) = sen?(cos2x)

f'(x) = 2 sen(cos2x)D,sen(cos2x)

=2 sen (cos2x)cos(cos2x)D .cos 2x

=2 sen (cos2x)cos (cos2x)(—sen2x)D,(2x)

=2 sen (cos2x)cos(cos 2x)(—2 sen2x)

=—2 sen 2x sen(2cos 2x)
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

1. Teorema

Si u es una funcion diferenciable de x, entonces

D,u

1
—1.\ —
D,(sen™tu) = Negi

> Ejemplo 1 Calcule f'(x) si
f(x) = sin™1 x?

Solucion Del teorema 5.7.2,

1
f'x) = \/ﬁ (2x)

2. Teorema
Si u es una funcion diferenciable de x, entonces

1
D,(cos™tu) = —
g V1 —u?

D,u

» Ejemplo 2 Calcule Z—z s

y = cos~1e?*

Solucion Del teorema 5.7.4, se tiene

& e ()20

_Zer

- V1 —e**
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3. Teorema

S1 u es una funcion diferenciable de x, entonces

D,(tan"tu) = — T D,u

> Ejemplo 3 Calcule f'(x) si

flx) = tan_lx )

Del teorema 5.7.6, se tiene

Solucion
() = —
fe) = 1T at?
(x +1)?

B -1

C(x+1D2+1

B -1

X2 42x+2

4. Teorema
Si u es una funcion diferenciable de x, entonces
1
D,u

D,(sec™*u) = ————
x( ) T
Calcule f'(x) si

> Ejemplo 4

f(x) =xsec™? o

1
f(x) = sec™? Z + x
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1 x? 1
= sec " — + (——2>
x 1—x2\ X
Va2
1 1
=sec "— — ——
X Vvi-x?
|x|
11 |x|
= sec - — ——
x V1 —x2

5. Teorema

Si u es una funcion diferenciable de x, entonces

1

—D.u
14+a2 *

D,(cot™ru) = —

6. Teorema

Si u es una funcion diferenciable de x, entonces

1
D,(csc™*u) = —————=D,u
g wuz=1
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Problemas
1. (a) F(x) = 2 cos "/x
(b) g(t) = sec™1 5t +csc 15t

2.(a) g(x) = %sen‘lex

(b) f(y) =tan™! y? + cot™1y?

3.@) FC0) = sin VT (b) () = cot™1

4.(a) f(w) = 2tan™?!

1
w

5.(a) f(x) = cos™I(sen x)
(b) h(x) = 4sin™? %x + xV4 — x?2

2X
1-x2

6. (a) h(x) =tan™?!

(b) g(x) = sec™1Vx2% + 4

7.(a) f(x) =xtan"lx — InV1 — x?2
(b) g(x) = sec™1(2e3¥)

8.(a) f(x) =xsin"'x + xcos™1x

(b) f(t) = csc™ Vt

(b) F(x) = xcos™1x
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Solucionario
L0 0 = & eos ) = 2~ ) v = () =

, _d -1 -1 _ 1 —
b)g'(t) = ;(sec 5t + csc™'5¢) = E(En) =0

2.(a) g(x) = %sin‘1 e*;(b) f(y) = tan™! y%2 + cot™1y?

, 1 1 x o 1
(@ g'(x) = e D,(e*) = 2\/% (b)B, Definition 5.7.9, f (y) = 37 andsof =(y)=0

() = & (cin=1+/1 — »2 L 41 _—,2=-L. = *
3@ 00 = Z (T VI=3) = etV -7 = 5 s (20 = —
, _i _12 _ -1 _i 2
(b)G(X)—dx(COt X)_1+(§)2( xz)_x2+4
“(w) = % -1yt (1) __2
4.(a)f(w)—dw(2tan W)—21+(%)2( Wz)— )
(b) F'(x) = :—x(x cos™'x)=1-cos™tx+x (— \/%) =cos tx— 1)ix2

Cosx

, d 1 -
5.(@) f'(x) = - C0s I(sinx) = —m(cosx) = T lcosx|

Vi = x2 —2x
+ x“+x- Wy

(b) f'(x) = :—x(4sin‘1%x +x\/4—x2) = Jl—x—z/( )

2

- _* oz X A-x? 2 — 2 _ 52 — .7 — — .2
=tV x W—W+\/4 x2=V4—x2 +V4 —x2 =2V4—x
6.(a) h(x) = tan™?! :’;2; (b) g(x) = sec™Wx2 + 4
, _ 1 2x 1 ) 2(1-x%)—2x(-2x) _  2+2x? _2(1+x%) 2
(@) h'(x) = 1+[2x/(1-x2)]A2 Dy 1-x2  1+4x2/(1-x2) (1-x2)2 T (1-x2)2+4x2  (1+x2)2 1+x2

2
Or, because h(x) = 2tan™'x + Km,where k = 0 if x*> < 1 and k = sgn(x) if x? > 1,then h'(x) = T a2

1 ] T _ 1 x x
Deva®+ 4 = (x2+4) VxZ+3

b) g (x) = —
(b) g'(x) s fam TravaiTs vaiia
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1 1 2x —_
=tan lx

a -1, _ 2 zi[ -1, _1 2]2 . -1 . 1
7.(a) (xtan™'x — InV1 + x2) —|xtanTx —SIn(1+x*)| =1 -tan" ' x +x - —— -5 T
1 d 6e3%* 3
-—(2e3%) = =
dx 2e3%V4e6X—1  V4e6%-1

. _a —179,3x\ —
(b) g'(x) = = sec ™ (26%) = st

8.(a) f(x) = Dy(x sin"!x + cos™! x) = Dx(%”x) = %n
‘) = el p oyl .1 _ -t
(b) f/0) = Dxese™ Va = o Dalx = o s m = s
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DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
1. Teorema Derivada de la funcion seno
D, (senx) = cosx
2. Teorema Derivada de la funcion coseno

D,(cos x) = —senx

3. Teorema Derivada de la funcion tangente

D,(tan x) = sec? x

4. Teorema Derivada de la funcién cotangente

D,(cot x) = —csc? x

5. Teorema Derivada de la funcion secante

D,(sec x) = sec x tan x

6. Teorema Derivada de la funcion cosecante

D,(csc x) = —csc x cot x
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Problemas
Calcule la derivada de la funcion
1.f(x) =4secx —2cscx
2. f(x) = x%senx + 2x cos x

3. f(x) =x%cosx —2x senx —2cos x

4. h(y) =y3 —y?cosy+2yseny+2cosy

5.f(x) =3senxtanx

Obtenga la derivada:

6.D, (2 cos z)

z+1
d( tant )
“dt \cost—4
d (1+seny)
“dy \1-seny
d (senx 1)
“dx \cosx+1
D,[(z* + cos z)(2z — sen z)]

(chct )

sct+2

tany +1
2 Dy( )
tany —1

Obtenga el valor de f'(a)

13. f(x) =x%cosx —senx;a =0

14. f(x) = (cosx +1)(xsenx — 1); a=%n

IS. f(x)_cotx 1 4=3T
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Solucionario

1. f'(x) = Dy(4secx —2cscx) =4secxtanx + 2 csc x cot x

2. f(x) = x%sinx + 2xcosx
f'(x) = Dy (x%sin x) + D, (2x cos x) = x? - D,(sin x) + sinx - D,.(x?) + 2x - D,.(cos x) + cos(x)

D,(2x) = x%cosx + 2xsinx — 2xsinx + 2cosx = x*>cosx + 2cos x

3.f'(x) = D,(x*cosx — 2xsinx — 2cosx)

= [x?(—sinx) + 2x cos x] — (2x cos x + 2sinx) + 2 sinx = —x% sinx

4.0’ (y) = Dy(y® — y*cosy + 2y siny + 2 cos y)
=3y%— [2ycosy +y*(—siny)]+ (2siny +2ycosy) — 2siny =3y? +
y2siny

5. f'(x) = D,(3 sec x tan x) = 3[(sec x tan x)tan x + sec x(sec?x)] = 3 sec x(tan’x + sec?x)

Obtenga la derivada:

6. D, (

2 cos z) __ (z+1)(-2sinz)—2cosz—1 _ (z+1)sinz+ cos z

z+1 (z+1)2 - (z+1)2

d ( tant ) _ (cos t — 4)sec®t — tan t (- sint) _ sect —sec*t + tant sint _ 1 -4 sect— sin®t

*dt \cost — 4 (cos t — 4)2 (cos t — 4)2 " cost(cost—4)2
d (1 +seny ) __ (1-siny)(cos y)—(1+siny)(—cosy) _ cosy—sinycosy+cosy+sinycosy _ 2cosy
‘dy \1-seny/ (1 - sin y)2 o (1 - siny)? " (1-siny)?

2y —sinx 1+ cosx—sinx

d (sen x -1 ) __cos x(cos x+1)—(sin x-1)(=sinx) _ cos%x + cos x + sin

“dx \cosx +1 (cos x + 1)2 (cos x + 1)2 T (cos x + 1)2

10. D,[(z% + cos z)(2z — sen z)]
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» Applying the producto rule, we obtain

D,[(z% + cos z)(2z — sen z)]
= (z? + cos z2)D,(2z — sinz) + (2z — sinz)D,(z* + cos z)

= (z%2+cosz)(2 — cosz) + (2z — sinz)(2z — sin z)

= (z2+cosz)(2 — cos z) + (2z — sinz)?

11.D (2 csct— 1) __ (esct+2)(—2csctcott)— (2csct—1)(—csctcott)
*Tt\cesct+2) (csct+2)2
_ —2csc2tcott—4csctcott+ 2 sec’tcott—sectcott __ —5csctceott
(csct+2)2 (csct+2)2
. 2csct—-1 2—-sint (1 +2sint)(—cost) — (2 —-sint)(2cost)
Alternatively, D, (—) = D, ( . ) = —
csct+2 1+2sint (1+2sint)
—cost—2sintcost—4cost+2sintcost _  —-5cost
(1+2sint)?

- (1 + 2 sin t)2

12 (tany + 1) __sec’y(tany —1) — (tany +1)sec’y _ —2sec’y
Y \tany -1/ (tan y — 1)>2 T (tany - 1)2
Obtenga el valor de f'(a)
13. f(x) =x%?cosx —senx; a=0
f'(x) =x%-Dycos x + cosx - Dyx* —Dysinx = —x%sinx + 2x cosx — cos x

Thus, with x =0, we have
f(0) =—0%(sin0) + 2(0)cos0 —cos0 = —1
14.f(x) = (cosx + 1)(xsenx — 1); f'(x) = —sinx (xsinx — 1)+ (cosx + 1)(sinx +

X COS Xx)
1 1 1
f(zn) = —(ET[ -D+1=2- ST = 0.4292037.

_ 1 o _ 0—(=csc?x) ., 3 _2_1_
ls'f(x)_cotx—l' f(x)_ (cot x —1)2 "’ f(47'[)—4—2—0.5

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



Sugmim  UNIVERSIDAD
: 4efW: TECNOLOGICA
> £ DE PANAMA

3599>'~l=)s\3|
DERIVADAS DE LA FUNCION POTENCIA PARA EXPONENTES
RACIONALES Y DIFERENCIA IMPLICITA

1. Teorema Regla de diferenciacion de la funcion potencia (para exponentes racionales)
Si f es la funcion potencia definida por f(x) = x" , donde r es cualquier nimero racional,
entonces f es diferenciable y

fx)=rxt
Para obtener f”(0) a partir de esta formula, r debe ser un niimero tal que x” ! esté definido en

algun intervalo abierto que contenga a 0.

Calcule f'(x) si

» Ejemplo 1
f@) = 42

Solucién Del teorema 2.9.1 con f(x) = 4x°/3 se tiene

fl(x) =4 _;(x2/3—1)

8
_ 2.-1/3
3%

8
 3x1/3
8

- 33x

2. Teorema
Si f y g son dos funciones tales que f(x) = [g(x)"], donde r es cualquier nimero racional, y si

g’ (x) existe, entonces f es diferenciable, y
f ) =rlgIAr—1g(x)

» Ejemplo 2 Determine f'(t) si

flx) = \/4 sen?t + 9cos?t
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Solucién  Seescribe f(t) = (4 sen?t + 9 cos? t) /2 y se aplica el teorema 1

1
fx) = 5(4 sen?t + 9 cos? t)_l/Z - Dy (4sen®t +9cos?t)

8sent - D, (sent) + 18 cost - D, (cost)
2V4 sen?t +9cos?t
8sentcost + 18cost (—sent)
2V4 sen?t +9cos?t
—10sentcost
2V4 sen?t +9cos?t
S5sentcost
_\/4 sen®t +9cos?t

VD VD VAR AR RN

[—6,6] por [4, 4]

S5sentcost

© = -
! V4 sen?t +9 cos?t
> Ejemplo ilustrativo 1 Considere la ecuacion
3xty? — 7xy3 =4 -8y (12)

y suponga que existe al menos una funcién diferenciable f tal que si y = f(x), entonces la
ecuacion (12) se satisface. Al diferenciar amos miembros de (12) (teniendo en mente que y es una
funcion diferenciable de x) y aplicando la regla del producto, la regla de la potencia y la regla de

la cadena se obtiene
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12x3y% + 3x*(2yD,y) — 7y® — 7x(3y*D,y) = 0—8 D,y
D,y (6x*y —21xy? 4+ 8) = 7y3 — 12x3y?
_7y? —12x%y?
~ 6xty —21xy2 +8

Dy

» Ejemplo 4 Dadaxcosy + ycosx — 1 =0,calcule Z—z

Solucion Al diferenciar implicitamente con respecto a x se tiene

dy dy
1-cosy + x(—seny) a+a (cosx) + y(—senx) =0
dy

Tx (cosx—xseny)=ysenx —cosy
dy ysenx — cosy
dx cosx — xseny
> Ejemplo 5 Dado que

4x* + 9y* = 36
. d? . . S, .
determine d_x); mediante diferenciacion implicita.

Solucion Al diferenciar implicitamente con respecto a x se tiene

dy_
8x+18ya—0

dy  4x

-_—= —— 13
dx 9y (13)
d? . . . .
Para calcular ﬁ se obtiene la derivada de un cociente teniéndose en mente que y es una

funcioén de x. Asi,

d
2y 9y (=4 — (4x) (9 )
dx? 81y2

. . d . .
Si se sustituye el valor de ﬁ de (13) en esta ecuacion se obtiene
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d%y _ —36y + (36x) Oy
dx? 81y?

_ —36y? —16x?

B 81y3

_ —4(9y? — 4x?)

h 81y3

Puesto que cualesquiera valores de x y y que satisfacen esta ecuacién deben también
satisfacer la ecuacidn original, entonces se puede sustituir 9y? + 9x? por 36 para obtener

d?y 3 —4(36)
dx? 81ys3
16
9y3
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Problemas

1. f(x) = 3x2/3 — 6x1/3 4 x~1/3
2. f(x) = (5 —3x)"1/3

3.9(x) = Vax? -1

4. f(x) = (5 —2x%)"1/3

5.f(x) = 4secvx

6.g(x) = V3senx

7 d cosx —1
" dx senx

8.0, (V9 +v9—x)

9. Dy <\/§ tan \E)

10. x3 + y3 = 8xy

11.3— = 2x
X

3

y
12. x2y2 = x% + y?
13. (2x + 3)* = 3y*
14. x = sen(x + y)
15.cotxy + xy =0

16. cos(x +y) = y senx
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Solucionario

1. f(x) = D,(3x%/3 — 6x/3 + x™1/3) = § 3x1/3 — % 6x7%/3 — ;x_4/3 =2x"1/3 —2x72/3 _1x-4/3

2. £(x) = Du(5 = 30)%/% = 2 (5 — 3x)71/3(=3) = —2(5 — 3x) /3

3.9(x) =D, (V4x2 — 1) = D, (4x%2 — 1)1/3 = %(4x2 —1)"2/3.D,(4x* - 1) = gx(4x2 —1)72/3

4. f(x) = (5 —2x*)~1/3
» We apply Theorem 1 Thus,
)= —%(5 —2x?)~W31p (5 - 2x%) = —%(5 —2x2) 743 (—4x) = gx(S —2x?)™¥3 = ﬁ

5. f'(x) = D, (4 sec Vx) = 4 sec Vx tanx D, (x¥/?) = 4 sec /x tan Vx -%x‘l/z = 2 sec/x tan vx/x

6. g(x) = V3senx

» We introduce a fractional exponent and then use Theorem 1

g(x) =V3+/sinx =+/3 (sinx)/?
, 1\, . _ . V3
g x) = \/§(E) (sinx)"Y2D,sinx = 2\/%

d [cosx—1 _ d (cosx—l)l/z _ 1(cosx—1)_1/2 (= sinx) sinx —(cos x—1) cosx __ 1( sin x )1/2 cos x —1
"dx sinx  dx° sinx T 2% sinx sinZx T 2%cosx—1 sin?x
1 [cosx—1 veosx—-1 . . .
, Note that ———7— is incorrect because Vcos x — 1 does not exist.

2 sin3x

8.0, (VO + V0 —x) = D9+ (9 = )M2]¥/2} = 2 [9 + (9 — ) /2] 7/2D[9 + (9 — x) /2]

-1

=319+ O -0 O -0 (D] = =

9.D, <\/§ tan \/%)
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= D, (xY/? tan x~Y?) = x1/2D, tan x~V/? + tan x~V/?D, (x'/?)

i

= x1/2 gpc2 x—1/2(_

1 _ _ _
=-x 1(—seczx Y2tanx 1/2)

_sec? |t 1
3 sec\/;+\/§tan\/;

=x73/2) + tan x~1/2 (%x‘l/z)

2%
dy dy 2. dy 8y — 3x2
=8y + 8x = (3y% — 8x) = 8y — 3x%; i 3y _ox

10. x3 + y3 = 8xy; 3x? +3y

3 3 _ _ody dy 3x72-2 3y%?-2x?%y?
11.=—==2x; 3x 2 -3y 2==2; == =
x y ’ y dx ’ dx 3y~2 3x2

12. x2y? = x2+y?%; 2xy? + 2x y——2x+2ydy dy(Zx y — 2y) =2x — 2xy?; y_
2x — 2xy? _ x —xy?
2x?y -2y x%y-y

Y 3 3dy dy _ (2x + 3)3
13. (2x + 3)* = 3y*; 4(2x +3)° =12 dx’ dx  3y3

14. x = sen(x + y)
» Differentiating with respect to x, we have
1= cos(x+y)De(x+y)

1= cos(x + )(1+dy)
=cos(x +y In

dy
1=cos(x+y)+cos(x+y)-a

1—cos(x+y)= cos(x+y)a

dy _ 1-cos(x+y)
dx cos (x+y)
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— O (— o2 ay _
15. cotxy + xy = 0; (—csc®xy + 1) (y + xdx) =

Alternatively,
y

P

16. cos(x +y) =y senx

xy = k,where k is one of the roots of cotk+k=0; y = el

d
0; X=2%
dx X

» We differentiate on both sides with respect to x.
—sin(x + y)D,(x + y) = yD,(sinx) + sinxD,y

. dy .
—sin (x +y)(1 +a) =y cosx+sinx I

dy
—sin (x +y) —sin (x +y)— = +sinx —
sin(x+y)—sin(x+y) I~ Y cosxtsinx

(5 4+ V) 4 si dy
[sin (x +y) + sin x] T

d

dy

ycosx + sin(x +y)

dy  ycosx+ sin(x+y)

= =

sinx + sin(x +y)
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FUNCION LOGARITMICA NATURAL

1. Teorema

Si u es una funcioén diferenciable de x y u(x) > 0, entonces

D,(lnu) = % ‘Dyu

> Ejemplo 1 Calcule Z—z si
y =In[(4x? +3)(2x — 1)]

Solucién Al aplicar el teorema 5.2.2, se tiene

ay _ ! -[8x 2x — 1) + 2(4x% + 3)]

dx — (4x2 +3)(2x —1)

24x% -8x+6
T (4x2Z +3)(2x —1) as)

» Ejemplo 2 Determine Z—z si
X
=
y n (x + 1)
Solucion Del teorema 5.2.2,

dy 1 (x+1)—x
— =
dx Py x+1)
x+1 1

x (x +1)2

1
x(x+1)
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> Ejemplo 3 Calcule f"(x) si

fx) = n(2x —1)3
Solucion  Del teorema 5.2.6,

f(x) = 3mnR2x —1)
Observe que tanto In(2x — 1)3 como 3 In(2x — 1) tienen el mismo dominio: x > 0.5. Al

aplicar el teorema 5.2.2 se tiene

4 — N 1 .
fx)=3—"2
6
_3.2x—1
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Problemas

Derive la funcién y simplifique el resultado.

[

.h(x) = In(8 —2x)°
.gt) =n?*GBt+1)

N

3.f(x) = InV4 —x2

4.g(y) = In(lny)

5. F(y) = In(sen 5y)

6. f(x) =xInx

7. G(x) = In(sec2x + tan2x)
8. h(y) = csc(lny)

9. F(6) = In"[ 2=
10. £ (t) = Vin x3
1LF(x) =Vvx + 1—In(1+Vx+1)

12. G(x) = xIn(x ++/1+x2) —V1+x2
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Solucionario
, d d
1. h'(x) =E[ln(8—2x)5]=a[5ln(8—2x)]= ):8_2x —
2. 9'(8) = L [In2(3t + D] = 2In(3t + 1) = [In(3t + 1)] = 2In(3t + 1) - 1=+ 3 = SO

2x
(—Zx) T 12 -3x2

00 = =] = £ )] -2

4.90) == ln(lny)—n— o Y=

5.F'(y) = % [In(sin 5y)] = — nsy@ (sin5y) =5 =2 y = 5 cos5y

6. f(x) =xInx
» We apply the derivative of produce rule.
f(x)=x-D,(Inx)+Inx-D,x = x( )—I—lnx— 1+Inx

: — (sec 2x + tan 2x)

sec 2x + tan 2x dx
2 sec 2x(tan 2x+sec 2x)
= 2 sec 2x

sec 2x + tan 2x

7.6 (x) = %ln(sec 2x + tan 2x) =
[sec 2x tan 2x(2) + sec?2x(2)] =

" sec2x +tan2x

8. h(y) = csc(lny)
> h'(y) = —csc(lny) cot(Iny)D,(Iny) = —csc(ln y))/cot(ln )

0. F(8) = Lin' |52 = Ll [n(e2 - 1) — in(e? + 1)) = 1|2

t

2t ]_
Tt -1

t2+1
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10. £ (t) = Vin x3

> By Theorem 5.2.6, In x3 = 3 In x, Thus,
fx)=Vinx® =3Y3Inx =33 (nx1/3

Therefore,

f @) =33(3) tn0) 23D, Anx) = ;YB3 1) 23¢) =

3
3x (In x)2/3

(1+Vx+1)-1

11
T 2Vx+1(1+Vx ¥ 1)

T 1+vVx+1 2vx+1

ILF () =vx + 1-In(1+Vx+1)= N%

1

=2(1+\/m)
12. G(x) = xIn(x ++/1+x2) —V1+x2
1
(x+v1+x2)—2m(2x)

_ Z
=1-In(x+V1 +x%) +x- — TL =

X

- vV 2 x __x
ln(x-l_ T+x )+x+\/1+x2(1+\/1+x2) Ji+a2
x Vi+xZ+x x =ln(x+ /—1+x2)

_ N 2 . _
ln(x-l_ 1-I_x)-l_x+\/1+x2 Vi+x2 J1+ x2
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DIFERENCIACION LOGARITMICA E INTEGRALES QUE PRODUCEN
FUNCIONES LOGARITMICAS NATURALES

1 Teorema
Si u es una funcion diferenciable de x, entonces

1
D,(In|ul) = —Dyu

» Ejemplo 2 Calcule Z—z si

_ Vx +1
y_(x+2)\/x+3

De la ecuacion dada,

Solucion
ly| = AT
yi= (x+2)Vx+3
|3x/x+1|

T |x+ 2 |[Vx+ 3]
Si se toma el logaritmo natural en los dos miembros de la ecuacion anterior y se aplican las

propiedades de logaritmos, se obtiene
Inly| = glnlx + 1| —In|x + 2| —%lnlx + 3|

Al diferenciar implicitamente ambos miembrosde esta ecuacion con respeto a x y al aplicar el

teorema 5.3.1 se tiene

1 dy 1 1
y dx - 3(x+1) x+2 2(x+3)

Si se multiplican los dos miembros de la ecuacidon anterior por y se obtiene

1

2 (x+2)(x+3)—-6(x+1)(x+3)-3(x+1)(x+2)
6(x+1)(x+2)(x+3)

dy
dx
Al sustituir y por su valor resulta
dy (x +1)1/3 2x%+10x + 12 —6x°—24x —18-3x*-9x—6
dx  (x+2)(x +3)1/2 6(x+1)(x+2)(x+3)

_ —7x2% - 23x — 12
T o6(x + 1)2/3(x + 2)2(x + 3)3/2
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Problemas
Obtenga Z—z mediante diferenciacion logaritmica.
1Ly=x%0x?—-13(x+1*
2.y=05x—4)(x*+3)(3x3—-5)

_ x2(x—1)2(x +2)3

.y= o2y

_ x3(x+2)

4.y =

x—3
x3 4+ 2x
V7 +1

6. v = V1-—x2
VT s

5.y=

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



Smgmgm> | UNIVERSIDAD
: 4efW: TECNOLOGICA
S el gy £ DE PANAMA
e
Solucionario
Find dy/dx by logarithmic differentiation
Ly=x?(x?-1)3(x+D*=x%(x — D3(x+ D7 |yl =Ix*|lx — 1] |x + 1|

ln|y|—21n|x|+3ln|x—1|+7ln|x+1|1dy z 4+ L
X x—1 x+1

dy _ 2(x—1)(x+1)+3x(x+1)+7x(x— 1)] 2 _ 7. —4x-2
dx [ x(x—1)(x+1) =2 =1+ 17 x(x 1)(x+1)

=2x(x — 1)?(x + 1)%(6x% —2x — 1)

1dy _ 5 2x 9x?
2.y = (5x —4)(x2+3)(3x% = 5); |y| = |5x — 4]|x? + 3]|3x3 - 5|;= Sax " ea s T3
dy _ [5(x2+3)(3x3—5)+2x(5x—4)(3x3—5)+9x2(5x—4)(x2+3)] _
dx (5x—4)(x2+3)(3x3-5) o
x5 —60x* x3-183x2+40x—
(5x —4)(x? +3)(3x* —5) - 2 ‘Z‘;x_:;ffm)l(j;_;w 75 = 90x5 — 60x* + 180x3 — 183x% + 40x — 75

Because this problem does not involve exponents, the easiet methob is to multiply out before

differentiating
_ X% (x - 1)3A(x +2)3 _|x]lx-1] 2x+2] ?
3-y— (x_4)5 I| |_ |x+4|5
nlyl = 2 lnlx| +2Inlx — 1] +3nlx +2| = Sinlx — 4o Z =24 24 2 - =

dy _ (2, 2 3.5
dx_y(x+x—1+x+2 x—4)

_ 2% (x - 1) (x+2)3 20— (x+2) (x=4) +2x(x+2) (x=4) +3x (x—1) (x=4) = 5x(x—1) (x+2)
B (x = 4)5 x(x—1)(x+2)(x—4)

_ 2
_ %(zﬁ — 30x% — 6x + 16)

x3(x+2)
x—3

4.y =
» Bacause the domain of the natural logarithmic function is the set of alla positive numbers,
we fist take the absolute value of cach side, and then take the natural logarithm of earch

side and apply the laws of logarithmic to simplify the right — hand side.

x (x+2) _ ~ B
|—| @-3) Inly| = 5 In|x| + In|x + 2| — In|x — 3|
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We differentiate on both sides implicitly with respect to x, applying Theorem 5.3.1.
1.dy_5 11 5(e+2)(x=3)+x(x—3)—x(x+2) _ 5x2—10x—-30
N x(x+2) (x—3) T x(x+2)(x-3)

; ;_x X+ 2 x—3

Because y = x> (x + 2)/(x — 3), if we multiply on both sides by y we obtain

dy _ x5(x+2) . 5(x2-2x—6) _ 5x*(x%-2x-6)

dx  x-3 x(x+2)(x=3) (x—3)2

1 dy _ 3x242 7x6
y dx T x342x  5(x7+1)

3 3
rrex. _ P2, Inly| = In|x3 + 2x| —% In|x” + 1|;

5~y=5x7+1'| |_|x7+1|1’/5
dy _  5(3x*+2)(x7+1)-7x®(x3+2x) _ x3+2x  15x°+10x7+15x%+10-7x"~14x7
dx y 5(x3+2x)(x7+1) T (x7+1)1/5 5(x34+2x)(x7+1)
8x°%—4x7+15x2+10
5(x7+1)6/5
m (1—x)1/2(1+x)1/2 1/2 -1/6 1 1
6.y == s = (1) A +x)7Y% Iny =3 In(1 - x) —zIn(1 +x)
ldy 1 -1 1 1 dy_ o Z304+0-0-x) _ 0 ~1/2 -1/6 __~2(x+2)
ydx 21-x 61+x dx 6(1-x)(1+x) (1 =x""(1+x) 6(1—x)(1+x)
X +2

T T 3a-02(1+x)7/6
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FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

1 Teorema

Si u es una funcion diferenciable de x, entonces

D.(e*) = e“D,u

» Ejemplo 1 Calcule dy/dx si
y = el/xz
Solucion Del teorema 1,
W _p1/x2 (2
dx € ( x3)
201/%%
= -
» Ejemplo 2 Obtenga dy/dx si
y = elxtinx

Solucién  Como e?¥ + ¥ = g2¥plnx 4, olnX — » entonces

y = xe?*
Por tanto,

d
D = e2X 4 xe2x
dx
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Problemas

. d . .
Determine ﬁ, y apoye la respuesta trazando las graficas de la respuesta y de la derivada numérica

en el mismo rectangulo de inspeccion.
1 y = e2 sen 3x

2.y =e*sene”

X
3. y=e®
eX — =X
4.y =
y eX +e7*
4x
e -1
5.y=1In
y et +1

6.y = xSe~3Inx

7.y = tan e3* + et®n3x
8.e" + e ="
9.¢” = In(x3 + 3y)

10. y2e?* + xy3 =1

11. ye** + xe® =1

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico



X ¢ ~OIL ;4.,7;"
Ay UNIVERSIDAD

: 4efW: TECNOLOGICA
- £ DE PANAMA

Solucionario

d d i d , i
ay _ _eZSen3x — eZsmeE(z sin 3.X') = 6 cos 3x eZsm3x

“dx dx

dy _ d . Xy — ,x & e x A XN i X — X x X i pX
.dx—dx(e sene*) =e dx(sme )+dx(e) sine* = e*cosx(e*) + e*sine

= e%* cos e¥ +e*sine*

dy d x x d x
3. == —(ef) = e —e* = e¥e®
dx dx( ) dx
4.9 _ 4 (e"—e‘x) _(e¥te ) (e¥+e M) —(e¥—e ) (e¥—e¥)  (eP+2+e72X)—(e?¥-2+e72¥)
‘dx  dx \eX+e*) (e* + e%)2 - (e* + e=%)2
_ 4
T (eX¥ +eX)2
et 1

S.y=In —
> Before differentiating we apply Theorem 5.2.5

y =In(e*+1) — In(e** + 1)
We differentiate, applying Theorems 5.2.2 and 5.4.19. Thus

4et* 4etx

dy 1 4 1 4
—= = D.,(e*™*—-1)— D.,(e*™+1)=e - =
dx et* -1 x( ) etr+1 x( T ) etx—1 etr—1

4e8% +4e1%— (4e8%—4e1%)
(e**—1)(e?*+1)

8e4—x

dy _d 5, 3Imxy_ 4 5, mx3y_4,5 -3y_9d 2 _
(x>e )—d(xe )—dx(x x )—dxx =2x,x>0

*dx dx

7.y = tan e3* + etn3*
> Z—z = sec?(e?*)D,e3* + e!™3* D tan3x = sec?*(e?*)e3*D,(3x) +
et 3*sec?3xD,(3x)

Coordinacion-Programa de Reforzamiento Académico




Swgmgm®  UNIVERSIDAD
:Jef¥;  TECNOLOGICA
* sl £ DEPANAMA

= 3(e3*sec?e3* + e 3*sec?3x)

Find dy/dx by implicit differentiation,

d d d —xd d -
8.6 +e¥ =eVef +e¥ L =%V L fe¥eY;(e¥ —ete?) L =e¥e? —eX;—e ¥ L=V, T = V¥
dx dx dx dx dx

3x2+3(dy/dx)

Y = 3 Loy W _
9.¢ In(x® + 3y);e — 43y

(x3eY N 3,2 4 3. (43, y_ )W _ 3,2
; (e + 3ye )dx—3x +3dx,(xe + 3ye 3)dx—3x

dy _ 3x?

dx  x3eY+3yeY -3

10. y2e?* + xy3® = 1;y%e?*(2) + ZyZ—zez" + x(3y2 Z—z) +y3 =0;(2e** + 3xy)% = —y% —2ye?*

dy y%+ 2ye?x
dx  2e2* +3xy

11. ye** + xe® =1
» Differentiating on both sides if the equation with respect to x gives

dy
dx

dy

dy  2ye** +e*
dx

+ xe? - 2 =
dx e2* 4+ 2xe?y

d
ye?* -2 4 e?* +e%-1=0; (e2x+2xe2y)d—z= —2ye?* — e?;
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OTRAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
1 Teorema
Si a es cualquier nimero real positivo y u es una funcion diferenciable de x, entonces

D,(a*) =a“lnaD,u

Calcule f'(x) si

» Ejemplo 1
flx) =3*
Solucion Del teorema 5.5.2

f(x) = 3 (In3) (2x)

=2(ln 3);»:3"2

2 Teorema
Si u es una funcion diferenciable de x, entonces

D,(log, u) = loiae *Dyu
1
<~ D,(log, u) = Tk D,u

dy .
Calcule —y, si
dx

_ x+1
y= 081ox2+1

» Ejemplo 2

Solucién Al emplear una propiedad de logaritmos, se tiene
y =logyo(x + 1) —logyo(x* + 1)

Del teorema 5.5.5

dy _ logipe logioe
- x2+1

dx x+1

—1o e( 1 2x )
= 10810 x+1  x%+1
_ loggoe(1-2x—x?)

(x+1)(x2+1)
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Problemas

1. g(x) = 10* 2%

2. f(z) = 2¢5¢32
3.9(x) = 25734

4. f(x) = (x3+3)277*

t
5.f(t) =logg P
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Solucionario

1. g(x) = 10* 2%
> We apply Theorem 5.5.2 with u = x? — 2x and a = 10, Thus
g’ (x) = 10°°72X(In10)D, (x% — 2x) = 10°"~2*(In10)(2x — 2)

2. f(z) = D,2¢5¢3% = 2¢5¢3*(In2)D,(csc3z) = —3(In2)csc3zcot3z2¢5¢3

3.9°(2) = - (25°3%°) = (£-25%) 3% 4 257 (£ 3%°) = 253 (In 2)5 +

25734%* (In 3)(8x)
= 25%3%*(5 In 2 + 8x In 3)

4. f(x) = (x3+3)277*
> f(x)=(x3+3)D,(277) +277*D,(x® + 3) = (x® + 2)277*(In2)(-7) +

2—7x(3x2)
= 277*[3x% — 7(In2)(x3 + 3)]

logge

logipe logipe _
T ot(e+1)

= D¢[logiot —logio(t + 1] = ; o1

t
t+1

5. f(t) = D¢logyo
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FUNCIONES HIPERBOLICAS E HIPERBOLICAS INVERSAS

Definicion de las funciones seno y coseno hiperbolicos

La funcién seno hiperbolico, denotada por senh, y la funcién coseno hiperbolico, denotada por
cosh, estan definidas como sigue:

ee” coshx = =<
2 T2

sinhx =

Donde x es cualquier nimero real.

1. Teorema
Si u es una funcidn diferenciable de x, entonces
D,(senhu) = coshu D,u

D,(coshu) = senhuD,u

Definicion de las otras cuatro funciones hiperbdlicas

Las funciones tangente hiperbolica, cotangente hiperbodlica, secante hiperbolica y cosecante
hiperbolica, denotadas respectivamente por tanh, coth, sech y csch, estan definidas como sigue:

senh x cosh x
tanhx = cothx =

cosh x senh x

1 1

sechx = cschx =

cosh x senh x

eX —e™* e +e™*
tanhx = cothx =

eX+e™* exX —e™x

2 2

sechx = cschx =

eX+e™* eX —e™x

coshx + senhx = e*

coshx — senhx =e*
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2. Teorema
Si u es una funcion diferenciable de x, entonces
D,(tanhu) = sech? uD,u
D,(cothu) = —csch> uD,u
D,(sechu) = —sechu tanhu D,u

D,(cschu) = —cschu cothu D,u

» Ejemplo 1 Calcule f'(x) y simplifiquela mediante identidades de funciones hiperbolicas si

f(x) = %ln tanh x

Solucion
flx) = 1.1 p (tanh x)
T 2 tanhx x
_1_1 | 2
T 2 tanhx sech”x

1 coshx 1

2 senhx cosh?x

1
2 senh x cosh x

1
senh 2x

csch 2x

sinh™x = In(x +Vx2+1) xesunntmero real

cosh‘1x=ln(x+ x2—1) x=>1

tanh~x = = In——t" x| <1
anh™ x =5 In—— x
1 x+1
coth™lx == In |x| > 1
2 x-1
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3. Teorema

Si u es una funcion diferenciable de x, entonces
. — 1
D,(sinh™tu) = =—=Du Q)

D,(cosh™tu) = ﬁDxu u>1 (6)
D,(tanh™tu) = 1_1u2 D lul < 1 @)
lul > 1 (8)

D, (coth_1 x) = 1_—1uszu
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Problemas
1. (@) f(x) = senh x?

2. (@)f (%) = tanh3Vx

3. (@)h(x) = coth-

4. (a)f (y) = coth(ln y)

5. (a) f(x) = tan"(senh2x)
6. (@) g(x) = sin"'(tan h x2)

(b)f(w) = sech?4w
(b)g(t) = cosh t3
(b)g(w) = In(tanh x)
(b)h(x) = e*cosh x
(b)g(x) = (cosh x)*
(b)f(x) = x5¢™ X x > 0
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Solucionario
1. (a) D, senh x* = cosh x* D,x*)2x cosh x*
(b) D,, sech*4w = 2 sech 4w D, sech 4w = 2 sech 4w(—sech 4w tanh 4w - 4)

= —8 sech?4w tanh 4w

2. (a)D, tanh3\/x = 3 tanh? Vx D,tanh+/x = 3 tanh?/x sech®/x- %

(b)D, cosh t® = sinh t3 D, t3 = 3t? sinh t3

5.0 Dot () = —esc 1D, (2) = csen 2
seck?x _ ! =csch2x, x>0

1
(b) D,In(tanh x) = tanh x D,tanh x = tanhx  sinhx coshx

4. (@)f(y) = coth(lny) (b)h(x) = e*cosh x

> (a) Applying Theorem 5 — 9 — 4 with u = In y,we obtain
. 2 —csch?(Iny)
f' ) = —csch?(Iny)D,Iny = ——————=

1 1
(b)h(x) = e* - 2 (e*+e™*) = E(ezx +1) and so h'(x) = e**

1 . 2 cosh 2x
D, sinh 2x = >— = 2 sech 2x
cosh4x

5. (a)D, tan"'(senh 2x) = —
' sinh x .
m’g = [In(cosh x) +

(b)g = (cosh x)*-Iln g = x In(cosh x); g; =1-In(coshx)+x-

x tanh x](cosh x)*

) — & i1 2\ _ 1 a 2y __ 1 2,2 _ 2
6. (a)g'(x) = L SinT (tanh x*) = —— (tanh x%) = ——; (sech®x”)(2x) = 2x sech x

(b)f(x) = x*¢™" X . In f = sinh x In x; f7 = coshxInx + sinh x G)

x coshxInx + sinh x

f’=x5i"hx( x ) = xSmhx=1(x cosh x In x + sinh x)
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